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Zamiast wstepu

Nieustanny rozwdj niedrogich i szybkich komputerdw oraz dostepnos$é oprogramowania do wielu
zastosowan naukowych i inzynieryjnych przeniosty modelowanie komputerowe materiatéw i
procesow z matej grupy specjalistéw do szerszej spotecznosci, ktéra wykorzystuje modelowanie jako
potezne narzedzie w swoich badaniach naukowych. Modelowanie komputerowe zapewnia nowe
mozliwosci znacznego przyspieszenia rozwoju i udoskonalenia materiatéw, od projektowania, poprzez
wytwarzanie, eksploatacje i recykling. Wpisuje sie takze w nowy trend — korelatywnego podejscia do
badania wfasciwosci materiatéw i modelowania proceséw.

Model fenomenologiczny jest idealizacjg rzeczywistego zjawiska, procesu oparty na podstawowych
prawach fizycznych i przyblizonych obserwacjach empirycznych wyrazonych jako réwnania
konstytutywne. Sposdb przeprowadzenia eksperymentu/procesu ma swoje odzwierciedlenia w
warunkach poczatkowych i brzegowych. Modele matematyczne i przeprowadzone na ich podstawie
symulacje komputerowe sg zaawansowanym narzedziem do zrozumienia i przewidywania zachowania
materiatdow i zachodzenia proceséw. Modelowanie jest najskuteczniejsze, gdy ma silny zwigzek z
eksperymentem. Dane eksperymentalne mogg stuzy¢ jako walidacja dokfadnosci modeli. Jednak
dopiero podejscie korelatywne, tzn., gdy modelowanie jest stosowane razem z metodami
eksperymentalnymi, moze zapewnic gtebsze zrozumienie materiatéw i zachodzgcych procesow.

Modelowanie moze rowniez przewidywaé zachowanie w warunkach, dla ktérych nie mamy danych
eksperymentalnych i/lub umozliwia¢ badanie uktadéw z tak wieloma parametrami, ze
przeprowadzenie wszystkich mozliwych eksperymentéw jest niewykonalne. Dlatego modelowanie
nalezy traktowac jako jeszcze jedng metode badawcza.

Formutujagc model zaktadamy, ze wszystkie parametry modelu sg znane i dostepne. W praktyce, ze
wzgledu na wcigz rosnacg liczbe nowych materiatéw i réznorodnos¢ proceséw produkcyjnych,
parametry modeli nie sg dane i muszg by¢é w jaki$S sposéb wyznaczone. Doskonatym przyktadem
korelatywnego podejscia w celu wyliczenia parametrow modeli s3 metody odwrotne, ktére
wykorzystujg model procesu oraz wyniki eksperymentalne.

Celem tej ksigzki jest zapoznanie czytelnika z koncepcjag modelowania oraz jego zastosowaniami w
réznych obszarach nauki o materiatach i inzynierii materiatowej. Zawiera niezbedne podstawy
teoretyczne modelowania komputerowego w osrodku ciggtym, metod numerycznych oraz narzedzia
obliczeniowe — oprogramowanie COMSOL Multiphysics. W ksigzce znalazty sie liczne przyktady
podzielone na dwie grupy. Pierwsza czes¢ zawiera przyktady modelowania transportu masy oraz ciepfa
i stanowi materiat dydaktyczny adresowany gtédwnie dla studentéw studidow inzynierskich i
magisterskich. Druga czes¢ to tzw. problemy ,multiphysics”, gdzie sformutowanie problemu wymaga
uwzglednienia réwnan bilansu masy i/lub energii i/lub pedu. Te bardziej zaawansowane przyktady
przewidziane sg gtownie dla doktorantéw oraz zainteresowanych studentéow studiéw drugiego
stopnia. Ksigzka moze byc¢ takze wykorzystywana do samoksztatcenia przez osoby, ktérzy chciatyby
zapozna¢ sie metodami modelowania komputerowego i wykorzystywac je w swojej pracy lub jako
hobby.
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1. Wprowadzenie do modelowania

W tym rozdziale zostang przedstawione podstawy modelowania w osrodku ciggtym, rownania bilansu
masy, energii i pedu, rownania konstytutywne oraz warunki brzegowe i poczatkowe. Zostanie

wprowadzona réwniez koncepcja metody odwrotnej.

1.1. Osrodek ciagty

Rozwazamy obszar QQ w przestrzeni, w ktérym bedg zachodzi¢ interesujgce nas zjawiska. Brzeg tego
obszaru, oznaczany symbolem 0Q, oddziela wnetrze od otoczenia. W kazdym (regularnym) punkcie
brzegu 0Q mozemy zdefiniowaé tzw. wektor normalny n. Wedtug powszechnie przyjetej konwencji
wektor normalny jest (i) prostopadty do powierzchni brzegowej w danym punkcie; (i/) ma dtugos¢ 1,
(In]=2); (iii) jest skierowany na zewnatrz obszaru € (Rys. 1-1).

Rys. 1-1 Obszar (uktad) Q, jego brzeg 0Q), przyktadowy wektor normalny i dwa wektory styczne, T4, T,.

Mimo, ze materia na poziomie podstawowym ma strukture nieciggta i ziarnistg, to jednak w skali
makroskopowej bardzo dobrze sprawdza sie model materii jako osrodka ciggtego. Oznacza to, ze na
przyktad mozemy postugiwaé sie funkcjg gestosci, p(x), ktora okreslona jest dla kazdego punktu
x=(x,y,z)e Q oraz zmienia sie w sposob ciggty od punktu do punktu (matematycznie: funkcja

p: Q>R jest ciggta w swojej dziedzinie Q = R3), poza byé moze sytuacjami gdzie jest nieciggtoéé
wynika z istnienia granicy faz (sg to jednak zbiory objetosciowej miary zero). Mamy wiec pewne pole
gestosci: do kazdego punktu w przestrzeni przypisujemy gesto$é, ktéra moze sie zmieniaé. Inne
przyktadowe wielkosci, ktdre mozemy traktowaé w ten sam sposob to pole temperatury T(x), predkosci
v(x), czy naprezen o(x). Nalezy zatem raczej méwi¢ o polu temperatury, polu predkosci i polu
naprezen. W przypadku gdy uktad nie znajduje sie w stanie stacjonarnym, to wielkosci te mogg takze
zalezeé od czasu, piszemy wtedy T(x,t), v(x,t), o(x,t) itd.



6 Modelowanie komputerowe w praktyce — przyktady i zastosowania

Twierdzenie o dywergencji

Twierdzenie to jest pewng tozsamoscig catkowa, ktéra wigze catke z dowolnego pola wektorowego po
brzegu danego obszaru z catkg po wnetrzu tego obszaru. Formalnie tozsamos¢ jest stuszna w
dowolnym wymiarze, ale w praktyce najczesciej stosujemy jg w wymiarze dwa lub trzy. Co ciekawe w
wymiarze jeden, czyli dla funkcji jednej zmiennej, x € R, sprowadza sie ono do znanej tozsamosci z

rachunku rézniczkowego i catkowego: dla dowolnej funkcji v : [a, b] = R klasy C! zachodzi

b

j V'(x)dx = v(b) —v(a). (1.1)
W tym przypadku Q = (a, b), czyli jest to odcinek o koricach a i b, a brzeg to oczywiscie dwa punkty,
0Q={a, b}.
Uogdlnienie na przypadek Q <R3 oraz dowolnego (odpowiednio regularnego) pola wektorowego
v: Q— R’ ma nastepujacg postac

divodV = | v-ndA. (1.2)
fawoay - |

oQ

We wzorze tym IQ(...)dVoznacza catke objetosciowg po obszarze €, Jp(...)dA oznacza catke

powierzchniowg po brzegu 0Q, a divb to tzw. dywergencja pola wektorowego v, ktéra w
prostokgtnym uktadzie wspdtrzednych wyraza sie nastepujgco

ov, 0v, Ju,
—~ 4

divo= + , 1.3
ox oy oz (1.3)

gdzie v, v,, v, sg sktadowymi wektora v:
v=[v,,v,,v]=0,X+v,y+0,7. (1.4)

Po prawej stronie tozsamosci (1.2) wystepuje catka powierzchniowa z wyrazenia n-v, gdzie kropka ()
oznacza iloczyn skalarny wektoréw. Przypomnijmy, ze dla dowolnych dwdch wektoréw a, b
definiujemy iloczyn skalarny nastepujgco

a-b=|a||b|cosc, (1.5)

gdzie |a| oznacza dtugoé¢ wektora a, natomiast o jest miarg kata pomiedzy wektoramia i b.

b

o
|b|cos(at)

Jest to wygodna definicja geometryczna pozwalajgca tatwo interpretowac iloczyn skalarny. Na przykfad
gdy wektory sg niezerowe to zachodzi
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a-b=0<alb (1.6)

gdyz a-b=|a||b|cosa=0<cosa=0< a=x/2 dla a€[0, 7]. Z drugiej strony mozna pokazaé,
ze w ukfadzie kartezjanskim iloczyn wektorowy wyraza sie nastepujgco poprzez sktadowe wektordw:
jezeli a=[a,, a,, a,l, b=[b,, b,, b,], to

a-b=ab +ab, +a,b,. (1.7)

Uwaga: Czesto spotyka sie inne oznaczenia dywergencji: div v = V-v. Przy pomocy tej symboliki
mozemy twierdzenie o dywergencji zapisac tak

jv-wv:ju-ndA. (1.8)
Q oQ

Matematyczny dowdd tozsamosci (1.2) jest zaawansowany, ale do naszych celéw wystarczy sama
znajomos¢ tego wzoru. Tym nie mniej ponizej jest idea skad ten wzdér moze pochodzi¢ na przyktadzie

matego obszaru na ptaszczyznie, Q — R?, w formie prostokata o bokach Ax i Ay. Na Rys. 1-2 jest

pokazane pole wektorowe v(x, y) oraz jego sktadowe vy i vy,. W tym przypadku brzeg jest zbudowany z
bokéw prostokata. Zauwazmy, ze na pionowych bokach v (x,y) i v,(x+Ax,y) sa sktadowymi

prostopadfymi do brzegu, a sktadowe v, (x,y), v,(x,y+Ay) sa prostopadte do bokéw poziomych.

lloczyn skalarny v -n réwny jest rzutowi wektora v na wektor normalny n, ktéry to wektor jest zawsze
skierowany na zewnatrz obszaru (co jest zaznaczone na Rys. 1-2). Tak wiec na dolnym boku mamy
oczywisci v-n=-v,. Podobnie v-n=-v, dlalewego boku, a dla prawego vn = vy

v, v
(x+AY) ”T ]/ (x+Ax,y+Ay)

U u
Ay 4 4
UX L UY
n v, L n
(xy) n 1 (x +Ax,y)
Ax X

v

Rys. 1-2 Element objetosci AV z zaznaczonym polem wektorowym v=[v,,0,] na poszczegdlnych ,scianach” (tutaj
sg to boki, bo przyktad dotyczy pola wektorowego na ptaszczyznie). Pokazano takze niektére sktadowe pola v.

Zatem catka po brzegu 0Q), ktéry sktada sie z czterech bokdw, bedzie sumg czterech catek

Iu-ndAz J v-ndA + I v-ndA + j v-ndA + j U-ndA
N prawy lewy gorny dolny

~ U, (X+Ax,y)Ay —v, (X, y)Ay +v,(x,y + Ay)Ax — v, (x,y)Ax (1.9)
=(v,(x+Ax,y)—0,(x,y)) Ay + (uy(x,y +Ay) -0, (x,y))Ax.
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Z drugiej strony catka z dywergencji po prostokacie 2, ktéry jest bardzo maty, moze by¢ przyblizono po
prostu przez wartos¢ dywergencji dowolnym punkcie prostokagta pomnozong przez ,objetosc¢”
prostokata (czyli jego pole). Ponadto pochodne mozna przyblizy¢ przez ilorazy réznicowe:

jdivu dV =~ divo(x,y)AV =divo(x, y)AxAy
Q

0 ov
= D x,y)+ —L(x,y) |Axay
ox oy

(v x+Ax,y) -0, (x,y) N v, (x,y+Ay)-v,(x,y)
Ax Ay

=(v,(x+Ax,y) -0, (x,y))Ay+(Uy(x,y) —v,(x,y+ Ay))Ax.

(1.10)

JAxAy

Poréwnujac teraz ostanie wyrazenia w (1.9) i (1.10) widzimy, ze zachodzi rownos¢ catek Inu-ndA

oraz jndivv dv.

1.2. Prawa zachowania w o$rodku ciggtym

1.2.1. Bilans masy

Wykorzystamy teraz twierdzenie o dywergencji do uzasadnienia roézniczkowej formy prawa
zachowania masy. Rozwazamy ukfad materialny ograniczony do pewnego obszaru przestrzeni Q, w
ktérym przemieszcza sie substancja z predkoscig v(x,t), ktdra moze sie zmienia¢ od punktu do punktu
i w czasie. Rozktad masy dany jest gestoscia, p, ktéra w ogdlnosci réwniez moze zaleze¢ od potozenia i
od czasu, p= p(x,t). Sytuacje te ilustruje Rys. 1-3

trajektoria czagstki ptynu

U(x,y,2,t)

Rys. 1-3 Obszar Q, w ktérym ma miejsce transport masy opisany gestoscig p(x, t).

Niech Ac Q bedzie dowolnym fragmentem naszego ukfadu. Wtedy catkowita masa zawartaw A jest
catkg objetosciowg z gestosci po tym obszarze

m, = j olx,t)dV, (1.11)

a szybkos¢ zmiany tej masy w obszarze A to pochodna po czasie, dm, /dt. Mamy wiec



Rozdziat 1 Wprowadzenie do modelowania 9

dm,
dt

_4ad _ (%
- jA plx,t)dV = Iat (x,t)dV. (1.12)

A

Z drugiej strony zgodnie z prawem zachowania masy, catkowita jej ilos¢ w obszarze A moze sie
zmieniaé tylko na skutek przeptywu przez brzeg OA. Strumien tego przeptywu czyli ilo$¢ masy na
jednostke powierzchni i na jednostke czasu jest rowna pv. Tak wiec catkowita ilos¢ masy, ktéra

przeptywa przez brzeg obszaru A na jednostke czasu jest rowna

j(pu)-ndA. (1.13)

0A

Tak wiec zmiana masy (w czasie) wyrazona przez (1.12) jest réwna zmianie wyrazonej przez (1.13).
Musi jeszcze sprawdzi¢ znak. Zauwazmy, ze gdy ilo$¢ masy rosnie w obszarze A, to wtedy dm, /dt > 0.
Oznacza to, ze catkowita ilos¢ masy, ktdra przeszta przez brzeg do wnetrza obszaru A musi by¢
dodatnia. Jezeli jednak gdzies masa wchodzi do A, to w tym miejscu na brzegu wektor v jest
skierowany do wnetrza, zatem v-n<0 gdyz zgodnie z definicja wektora normalnego jest on
prostopadty do brzegu, ale skierowany na zewnatrz. Tak wiec, aby catkowity strumien (1.13) byt w tym
przypadku dodatni musimy postawié przed nim minus. Podobnie bedzie gdy masa bedzie wychodzi¢ z
obszaru. Wtedy catka przez brzeg bedzie dodatnia (bo teraz v-n>0), ale masy ubywa wiec
dm, /dt <0. Ale minus znéw sprawi, ze bedzie zgodnos¢. Podsumowujagc mamy (dla wygody, w dalszej
czesci pominiemy argumenty X, t):

j(;—/;dv - —aj;(pu)-ndA. (1.14)

A

Teraz na mocy twierdzenia o dywergencji (1.2) zamieniamy catke po prawej stronie

op . op . (8,0 . j
——dV =—|div(pv)dV = |—dV + |div(pv)dV =0 = —+div(pv) |dV =0.
;[8t { (po) {at { (po) ! ~+divipv)

Otrzymalismy wiec, ze dla kazdego fragmentu Ac Q catka jest réwna zero:
0 .
J.[—p+d|v(pu)JdV=0. (1.15)
"\ Ot
Oznacza to, ze wyrazenie pod catkg musi by¢ rowne zero. To prowadzi do rézniczkowej formy prawa
zachowania masy

op .
— +div(pv) = 0. 1.16
ot (pv) (1.16)

Zauwazmy, ze w przypadku ruchu ptynu niescisliwego (wiekszos¢ cieczy w normalnych warunkach jest
praktycznie niescisliwa), mozemy przyjaé, ze gestosé jest po prostu stata. Wtedy oczywiscie 0p/ot =0,
zatem (1.16) daje div(pv)=0. Stafg gestos¢ p mozna wytaczyé przed symbol dywergencji (wynika to z
definicji (1.3)), co ostatecznie prowadzi do warunku

divo=0, (1.17)

ktory musi spetniaé pole predkosci przeptywu ptynu niescisliwego.
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1.2.2. Bilans dla sktadnikéw mieszaniny

W poprzedniej sekcji rozwazaliSmy ruch masy traktowanej jako cato$¢. Natomiast w inzynierii
chemicznej najczesciej mamy do czynienia z mieszaning wielu sktadnikow, a zatem moze nas
interesowac ruch i rozktad masy (np. liczby moli na jednostke objetosci) poszczegdlnych sktadnikéw
uktadu. Wyprowadzenie odpowiedniego rownania rézniczkowego na bilans kazdego sktadnika bedzie
podobne do wyprowadzenia wzoru (1.16), ale musimy uwzgledni¢ dwa nowe elementy: mozliwos¢
reakcji chemicznych i fizycznych?! oraz fakt, ze oprécz ruchu konwekcyjnego zwigzanego z polem
predkosci unoszenia w uktadzie, mogg tez wystepowac inne zjawiska transportu, na przyktad dyfuzja.
Zaktadamy wiec, ze mamy uktad, w ktérym wystepuje pewna liczba sktadnikéw opisywanych
stezeniami molowymi (mol/m?) ¢ (x,t) dla i=1,2,... Podstawowym pojeciem stuzacym do opisu
transportu masy lub energii jest strumien, ktory bedziemy oznacza¢ symbolem J z dodatkowymi
indeksami, na przyktad J; dla i-tego sktadnika lub J4 dla energii (czesto w formie ciepta):

J, jest wektorem, ktérego dtugsc |J,| jest réwna ilosci i-tego sktadnika, ktéra
przemiescita sig, przez jednostkowa powierzchnie prostopadta do J; w jednostkowym (1.18)

czasie. Zwrot jest wyznaczony przez kierunek ruchu skadnika.

Jezeli ilo$¢ substancji mierzymy w molach, to naturalne jest mierzy¢ jg w molach takze dla strumienia,
i wtedy jednostka strumienie bedzie mol/(m?s). Dla strumienia energii J, jednostkg bedzie J/(m?:s).

W uktadzie moze wystepowac pole predkosci unoszenia (konwekcji) v(x, t) (na przyktad sktadniki sg
rozpuszczone w ptynie, ktéry przeptywa w reaktorze chemicznym). Tak wiec strumien unoszenia masy
i-tego skfadnika przez pole predkosci v ma postac

c.L. (1.19)

1

Ale jak juz wspomnieli§my moga tez wystgpic inne sposoby przemieszczania sie sktadnikéw. Oznaczmy

inne
i

ogélnie strumien wynikajacy z tych innych zjawisk symbolem J"™. Tak wiec catkowity strumien i-tego

sktadnika jest suma

J.=1" +co. (1.20)

Jezeli chodzi o reakcje fizyko-chemiczne, to prowadzg one do zmiany stezen sktadnikdw w objetosci.
Zjawisko to opiszemy nastepujgca funkcija (,,czton reakcyjny”):

R. = zmiana ilosci i - tego skfadnika na jednostke objetosci i jednostke czasu, (1.21)

przy czym ilos¢ sktadnika najlepiej jest wyrazac przy pomocy tej samej jednostki, ktérej uzywamy do
ilosci w definicji stezenia. Na ogoét jest to liczba moli, wtedy jednostka cztonu reakcyjnego R; bedzie
mol/(m3-s). Oczywiscie konkretna matematyczna postaé funkcji (1.21) zalezy od kinetyki reakcji, w
ktérych bierze udziat i-ty sktadnik.

Mozemy teraz przedstawi¢ bilans ilosci dla kazdego sktadnika. Niech A c Q bedzie dowolnym
fragmentem uktadu, wtedy:

1 Reakcje chemiczne sg to przeksztatcenia materii zawsze zwigzane sg przebudowg wigzah chemicznych, zatem
zmienia sie sktad i stezenie zwigzkdw chemicznych uktadu. Reakcje fizyczne nie zalezg bezposrednio od wigzan
chemicznych, na przykfad rozpad radioaktywny. Reakcjami fizycznymi sg tez niektdre formy adsorpcji.
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da

p Ac,.(x,t)dV = szybko$¢ zmiany ilosci i-tego sktadnika w obszarze A;

° —LAJ,~ndA = catkowita ilos¢ i-tego sktadnika, przeptywajgca przez brzeg (gdy masa netto

opuszcza obszar A, to catka jest dodatnia, ale znak minus powoduje, ze wyrazenie jest ujemne;
podobnie gdy i-ty sktadnik wchodzi do obszaru A — catka bedzie ujemna, ale minus da
wyrazenie dodatnie);?

. IAR,. dV = zmiana na jednostke czasu catkowitej ilosci sktadnika w obszarze A na skutek
reakcji chemicznych lub fizycznych.

Mamy wiec catkowy bilans dla i-tego sktadnika:
ijc,.dv = —[3-nda + [Rdv. (1.22)
dt A 0A A

Pochodng po czasie d/dt mozemy umiesci¢ pod znakiem catki (bo obszar A nie zalezy od czasu), a
pierwszy sktadnik po prawej stronie zamieniamy zgodnie z twierdzeniem o dywergencji (we wzorze
(1.2) w miejsce v wstawiamy J;)

ijc,c/v - [y, [1,-nda = [divy da, (1.23)
dt A A at 0A A

zatem (1.22) przeksztatcamy nastepujaco
%4y - ~[divy,av +[Rav = j%dv + [divy,dv - [Rdv =0 (1.24)
at A A A at A A

A

oc. ..
skad J(a—t"f'leJi —R,)dv =0. Poniewaz catka jest po dowolnie wybranym fragmencie A uktadu, stad
A
z ostatniej rownosci wnosimy, ze funkcja podcatkowa musi by¢ wszedzie rowna zero

£+diVJ, ~R =0, (1.25)
at

co najczesciej jest zapisywane jako

%+div]i —R da i=1,2,... (1.26)

inne
i

Aby powyzszy uktad réwnan byt kompletny musimy oczywiscie znac J, =J™ +c,u oraz reakcje R:. Pole

predkosci v moze by¢ zadane jako znany (np. paraboliczny) profil predkosci przeptywu lub wyliczamy

je z réwnann mechaniki ptyndw. Uwzglednienie innych zjawisk transportu (J/") jest szerokim
zagadnieniem. Na przykfad jezeli nalezy uwzgledni¢ dyfuzje i-tego sktadnika, to strumier pochodzgcy

od dyfuzji mozna wyrazi¢ w oparciu o prawo Ficka:

e =) =-p Ve, (1.27)

1

2 Zauwazmy, ze fakt iz catka LJ, -ndV jest dodatnia, gdy masa (netto) opuszcza fragment A jest konsekwencjg

konwencji, ze wektor normalny n na brzegu 0A jest skierowany na zewnatrz!
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gdzie D, >0 to wspdtczynnik dyfuzji i-tego sktadnika (m?/s), a V¢, to gradient stezenia. Gradient

dowolnej funkcji skalarnej f(x,y,z) w uktadzie prostokatnym jest wektorem, ktdrego sktadowymi s3
pochodne czgstkowe:

7T if}. (1.28)

V = ’ ’
! {6x oy oz

1.2.3. Transport ciepta (bilans energii wewnetrznej)

Energia moze byé transportowana na rdozne sposoby. Moze to by¢ na przyktad promieniowanie
elektromagnetyczne, konwekcja lub transport na sposéb ciepta. Sformutowanie ,transport energii
wewnetrznej na sposdb ciepta” jest bardzo niewygodne, wiec méwimy po prostu o, przeptywie ciepta”,
cho¢ z termodynamiki wiemy, ze nie ma takiego pojecia jak ciepto zawarte w ciele (podobnie jak nie
ma ,,pracy zawartej w uktadzie”). Jest tylko energia wewnetrzna, ktéra moze by¢ zmieniana na rdézne
sposoby. Przeptyw ciepta jest takim sposobem transportu energii wewnetrznej, ktory na poziomie
molekularnym polega na przekazywaniu energii kinetycznej czastek w drodze zderzen sprezystych.

Rozwazamy osrodek skondensowany (ciecz, ciato state), ktéry moze przewodzi¢ ciepto. Przyjmiemy, ze
gestos¢ osrodka, p, oraz ciepto wtasciwe, cw, W interesujgcym nas zakresie temperatury sg od niej
niezalezne. Ale nie muszg byc¢ state w przestrzeni! Zatem w ogélnosci p = p(x), ¢, =c,, (x). Oznacza

to, ze jezeli w matym elemencie objetosci AV o masie m=pAV temperatura zmienisie o AT, to zmiana
energii wewnetrznej tej masy wyniesie AU =c,mAT =c, pAVAT. Oczywiscie dla dowolnego obszaru A

osrodka musimy scatkowac po objetosci A to wyrazenie, gdyz p, cw, AT mogg zaleze¢ od potozenia

AU, = pc,ATav. (1.29)
A

Jezeli poczatkowy rozktad temperatury oznaczymy przez T (x), to poniewaz AT(x,t)=T(x,t)—T,(x),

wiec zmiana energii wewnetrznej w obszarze A wyniesie

AU, (t)= Ip(x)cw (xX)(T(x,t) =Ty (x))dV(x), (1.30)

gdzie wyraznie zaznaczono od jakich zmiennych zalezg wystepujgce wielkosci. Szybkos¢ zmiany energii
wewnetrznej w wybranym obszarze A jest pochodng po czasie wyrazenia (1.30)

d d 0
EAUA —El‘p(X)Cw(X)(T(x,t) —To(x))dV(x) = !5[,0(36)% (x)(T(x,t) =T, (x))]dV(x)

_ _[,O(X)Cw(x)g(”x't) ~T,(x))dV(x)= !p(x)cw(x)(g—:(x,t) —OjdV(x) (1.31)
oT
= ;[p(x)cw (x)E(X, t)dV(x),

gdzie wykorzystalismy fakt, ze p, cw, oraz To nie zalezg od czasu. Mamy wiec (dla uproszczenia pomijamy

w zapisie argumenty X, t)

d oT
—AU, =| pc, —dV. 1.32
MU= pe, (132)

A
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Jezeli J, oznacza strumien ,ciepta”, (J/(m%s)), to ilos¢ energii przechodzaca przez brzeg 0A na

jednostke czasu wynosi

—jjq -ndA, (1.33)
OA

gdzie jak zwykle znak minus wynika z tego, ze chcemy aby ,ciepto” wchodzace do obszaru byto
dodatnie. Energia wewnetrzna moze by¢ takze zmieniana w objetosci na skutek reakcji chemicznych,
fizycznych (na przyktad rozpad radioaktywny) czy podgrzewania (na przyktad przeptyw pradu
elektrycznego — spirala grzejna). Zjawiska te opiszemy cztonem zrodfowym R, (J/(m?*-s)), ktérego sens

jest taki:

R, AV =zmiana energiiwewnetrznej wobjgtosci AV na jednostke czasu. (1.34)

Tak wiec szybkos¢ zmiany w czasie catkowitej energii wewnetrznej w wybranym obszarze A naszego
osrodka na skutek reakcji (zZrédet) objetosciowych wynosi

j R, dV. (1.35)

taczac teraz (1.29), (1.30) i (1.32) otrzymujemy bilans

%AUA = J-pcwg—:dv = —[1,-nda + R dv. (1.36)
0A A

A

Korzystamy teraz z twierdzenia o dywergencji (1.2), gdzie w miejsce pola wektorowego v wstawiamy

J, codaje LA J,-ndA =IAdiqu dV, a powyzszg rownosc¢ przeksztatcamy nastepujaco

il .
J‘pcwadv =—[1,-ndA+[R dv=-[diviav +[R dV =
A 0A A A A
oT oT (1.37)
[ pe, —dv+[dividv-[Rdv = 0 = j(pcw—+diVJq—qudV = 0.
AR y A"

Ostatnia tozsamos$¢ zachodzi dla dowolnego obszaru A zawartego w osrodku, wiec funkcja
podcatkowa musi by¢ wszedzie réwna zero. W ten sposéb otrzymujemy prawo zachowania energii
wewnetrznej w postaci rézniczkowej

or .
pcw§+dqu -R, =0, (1.38)
co réwniez zapisywane jest w formie
or ..
PCWEJFleJq =R,. (1.39)

Réwnanie to jest podstawg do modelowania zagadnien, gdzie wystepuje transport ciepta. Pozwala ono
(po uzupetnieniu o wyrazenie na strumien i czton reakcyjny oraz okresleniu warunkéw brzegowych i
poczatkowych) oblicza¢ rozktady temperatury zaréwno w stanie stacjonarnym jaki i w uktadzie
dynamicznym.
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1.2.4. Mechanika ptynéw (bilans pedu)

W osrodku ciggtym sity dziatajgce na kazdy (makroskopowy) fragment osrodka mozemy podzieli¢ na
dwie kategorie:

* ity zewnetrzne, zwane tez sitami masowymi (lub — objetosciowymi) takie jak grawitacja, sity
bezwtadnosci (pseudo sity, sity pozorne), sity magnetyczne, ktdre przenikajg ciato i dziatajg na
kazdy element objetosci;

* wewnetrzne sity naprezen, ktdre dziataja na dowolny wybrany fragment osrodka poprzez
brzeg.

Ptyn idealny (w sensie mechaniki ptynéw) jest zdefiniowany przez nastepujaca wtasnosé:

dla dowolnego ruchu ptynu istnieje skalarna funkcja p(x, t) zwana cisnieniem, taka ze jesli S jest
dowolng powierzchnig w ptynie, to sity naprezen dziatajgce przez te powierzchnie na jednostke
powierzchni majg postac p(x, t)n dla x € S, gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni S.

Zatem w przypadku ptynu idealnego, naprezenia wewnetrzne maja szczegdlng postac: sita dziatajgca
przez S na jednostkq powierzchni = p(x, t)n, co jest zilustrowane na Rys. 1-4.

——

Sita na jednostke powierzchni = p(x,t)n

Rys. 1-4 Sity ciSnienia dziatajgce na element powierzchni w ptynie. Symbol n oznacza wektor normalny.

Brak sit stycznych wewnatrz ptynu oznacza, ze nie ma sposobu, aby pojawity sie wiry, ani, jesli byty na
poczatku, to zeby sie zatrzymaty. Ptyn idealny moze by¢ zbyt duzym uproszczeniem, gdyz w wielu
fizycznych sytuacjach wiry wystepujg i wtedy ptyn idealny nie bedzie adekwatny do opisu takich
zjawisk.

Jezeli W jest jakim$ wybranym obszarem w naszym ptynie w pewnej chwili t (sam obszar W jest

nieruchomy), to mozemy stwierdzié, ze zgodnie z zatozeniem idealnosci ptynu sity nieobjetosciowe
dziatajgca na mase zawartg w W sg réwne

S, ={sita dziatajgca na W poprzezbrzeg S =0W} = — I p(x, t)n dA. (1.40)

ow

Jezeli e jest dowolnym ustalonym wektorem w przestrzeni, to dzieki twierdzeniu o dywergencji
mozemy przeprowadzic¢ ponizszy rachunek (kropka ,-”oznacza iloczyn skalarny)
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e-S,, =—j pe-ndA=—jdiv(pe)dv=—ij-edv=e-(—j VpdV) (1.41)
w w w

ow

stad (wektor e jest dowony)

8., =— j VpdV. (1.42)
w
Oznacza to, ze w ptynie idealnym catkowita sita wewnetrzna dziatajgca na ptyn zawarty w objetosci W

jest réwna catce po W z gradientu ci$nienia. Jezeli f(x,t) oznacza pole sit masowych (doktadnej —
gestosci sit masowych), to catkowita sita masowa dziatajgca na element W wynosi

F,,, = {sita masowa dziatajgcana W'} = prdv. (1.43)
w

Zatem w przypadku ptynu idealnego catkowita sita Fy dziatajgca na wybrany i ustalony obszar ptynu W
jest sumg

Fow +Soy = j(—Vp)dv+jpfdvzj(—vmpf)dv (1.44)
w w w
czyli F, = j(—Vp+pf)dV. Oznacza to, ze
w

sita dziatajgca na jednostke objetosci (gestosé sit) ==Vp + of
Teraz zastosujemy |l zasade dynamiki Newtona do elementu ptynu zawartego w W:
sita = masa x przyspieszenie

Wyobrazamy sobie tzw. element pfynu (bardzo maty obszar, w ktérym praktycznie gestos¢, sity,
predkosc sg takie same, ale majacy jednak charakter makroskopowy) i przypisujemy mu potozenie r(t),
ktére jest oczywiscie funkcjg czasu. Inaczej méwigc r(t) opisuje ruch wybranego elementu (, czastki”)
ptynu. Z samej definicji pola predkosci v(r,t) mamy tozsamos¢

d
=) =olt, r(t)), (1.45)
dt
gdyz predko$é ,czastki” to pochodna po czasie wektora potozenia. Przyspieszenie a=d?r/dt?, zatem
d’r d
a(t)=—-(t)=—0vlt,r(t)). 1.46
(t) dtz()dt( (t) (1.46)
Stosujac teraz twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej dla funkcji wielu zmiennych mozna pokaza¢:
d 0
alt)=——v(t, r(t) =2+ (- V), (1.47)
dt ot

gdzie

v=[v,,v,v,]

0 0 0
v-V=uv,—+v,—+0,—,
ox oy 0z
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(L-Viv=[(L-VIv,, (L-V)b,, ©-V)o, ]

0 0 0 0 0 0 0 0 0
= (o, —+v, —+v,—,, (b, —+v,—+v, ), (v, —+Vv, —+v, )V,

*ox oy 0z ox oy 0z ox oy ‘oz
ov, ov, ov, 0y, ov, ov,  ou, ov, ov,
=|v, +v +o, , U, +v +0, , U, +v +v, .
ox ' oy 0z ox ' oy 0z ox oy 0z

Podsumujmy, korzystajac z nastepujgcych zaleznosci:

sita = masa x przyspieszenie,
sita na jednostke objetosci = —Vp+ of, (1.48)

. . ov
przyspieszenie = a=E+U'VU,
otrzymujemy
ov
Yol EH}-VU =-Vp+ pof. (1.49)

Powyzsze réwnanie zwane jest réwnaniem Eulera dla ptynu idealnego.® W istocie jest to réwnanie
zachowania pedu dla osrodka ciggtego, ktéry spetnia zatozenie ptynu idealnego.

1.3. Rdwnania konstytutywne

Réwnania bilansu masy, sktadnika mieszaniny, a takze pedu i energii nie sg wystarczajace, aby opisaé
uktad, gdyz wystepujg w nich wielkosci, na przyktad strumien skfadnika, cztony reakcyjne czy pole
predkosci ptynu, ktore sg zadane tylko w postaci ogdlnej. Po prostu liczba niewiadomych funkcji jest
wieksza niz liczba rownan. Dlatego musimy wprowadzié jeszcze szczegétowe zaleznosci, ktére powigzg
na przyktad strumien sktadnika J; z jego stezeniem c;, strumien ciepta J; z temperaturg T, czy tensor
naprezen o z odksztatceniem lub gradientem odksztatcenia. Brakujgce réwnania nazywamy
rownaniami konstytutywnymi. Réwnania wyrazajgce prawa zachowania sg uniwersalne, natomiast
rownania konstytutywne charakteryzujg konkretny materiat lub proces. Wybrane rdéwnania
konstytutywne zostaty przedstawione ponizej.

1.3.1. Rodwnania konstytutywne dla bilansu skfadnika

W réwnaniu bilansu dla sktadnika (1.22) nalezy poda¢ konkretne wyrazenia na strumien dyfuzyjny J;
oraz na czton zrodtowy R,.

Dyfuzja (roztwdr idealny lub rozcieiczony). Jezeli zatozymy, ze osrodek mozemy traktowad jako
roztwor idealny lub rozcienczony, wtedy strumien dyfuzyjny i-tego sktadnika mozna wyrazi¢ jako
gradient stezenia tego sktadnika. Jest to | prawa Ficka:

¥ =-DVc, (1.50)

3 W literaturze czesto méwi sie o ,réwnaniach Eulera”, gdyz rownanie (1.49) jest rGwnaniem wektorowym, gdzie
niewiadome pole predkosci v = [vy, v, L] zawiera trzy sktadowe. Po rozpisaniu tego réwnania na sktadowe
otrzymamy uktad trzech réwnan skalarnych.
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gdzie D; > 0 jest wspotczynnikiem dyfuzji i-tego sktadnika. Jezeli w uktadzie nie wystepuja reakcje (R =
0), to réwnanie bilansu i-tego sktadnika przyjmuje wtedy postac (Il prawo Ficka):

oc,
—=div(D.Vc,). 1.51
= (D.Vc,) (1.51)

Gdy dyfundujace sktadniki znajduja sie w ptynie, ktéry porusza sie z predkoscia v, to strumien catkowity
bedzie suma strumienia dyfuzyjnego (1.50) oraz strumienia konwekgcji, c:

),=1¥ +co=-DVc, +cv. (1.52)

Jezeli ciecz jest niescisliwa to div v = 0. tatwo sprawdzi¢, ze dla dowolnej funkcji skalarnej (c) i
wektorowej (v), zachodzi div(cv)=v-Vc+cdivy . Zatem dla cieczy niescisliwej div(cv) = v-Vc. Wtedy

prawo zachowania (1.26) przyjmuje posta¢ rownania dyfuzji z adwekcjq:
oc,
a—ct'w‘w, =div(DVc), (1.53)

gdyz div J; = div (3@ + cv) = div(J ™) + div(cv) = div(-D;iVc;) + v-Vc;. Oczywiscie gdy wystepuja reakcje,
to wystarczy tylko doda¢ czton reakcyjny

%+U-Vq =div(D,Vc,)+R,. (1.54)

Dyfuzja (opis termodynamiczny). W uproszczeniu mozna zdefiniowaé dyfuzje jako przeptyw masy
wywotanym gradientem stezenia (w warunkach izotermicznych). Zatem jest to przemieszczanie sie
substancji z obszaréw o wyzszym stezeniu do obszardw o nizszym stezeniu. Bardziej fundamentalny
opis dyfuzji opiera sie na obserwacji, ze wspomniany ruch substancji jest spowodowany gradientem
energii swobodnej Gibbsa na mol j-tego sktadnika czyli potencjatu chemicznego ;. Oznacza to, ze
lokalnie strumien dazy do obnizenia energii swobodnej Gibbsa w warunkach statej temperatury i
ci$nienia. O ile w ukfadzie jednosktadnikowym faktycznie dyfunduje on w kierunku mniejszego
stezenia, to w przypadku uktadéw wielosktadnikowych strumien wybranego sktadnika i moze
dyfundowaé w kierunku wiekszego stezenia tego sktadnika! Zjawisko to nazywane jest ,dyfuzjg pod
gore” (ang. uphill diffusion).

Termodynamiczna definicja strumienia dyfuzji jest nastepujaca

1
W= ?Vﬂ,, (1.55)

1

gdzie u, to potencjat chemiczny i-tego sktadnika, T to temperatura bezwzgledna, a L, to tzw. liniowy

wspotczynnik fenomenologiczny. W idealnych mieszaninach sktadnikéw niejonowych potencjat
chemiczny ma szczegdlnie prostg postaé

4=’ +RTIng;, (1.56)

gdzie u° =const jest standardowym potencjatem chemicznym (nie zalezy od potfozenia), a R to
uniwersalna stata gazowa. We wzorze (1.56) ¢; oznacza stezenie molowe.* Mamy wiec
Vu, =RTVinc, =RT -1 Vc,, co po wstawieniu do (1.54) daje

4 Stezenie molowe w uktadzie SI ma jednostke mol/m3. W praktyczne czesto stosuje sie mol/dm?3. Ponadto, $ciéle
rzecz ujmujac wzor (1.56) nie jest poprawnie zapisany, gdyz pod logarytmem musi by¢ wielko$¢ bezwymiarowa.
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1 L1 LR
W =—, =Vy, =-—LRT=Vc¢, =—-"Vc,. (1.57)
T T ¢ C

! 1

Jezeli oznaczymy D, =L,R /c;, to otrzymamy znane wyrazenie na strumien dyfuzyjny (I prawo Ficka):
1 =-p Ve, (1.58)

Transport jonow w elektrolicie (elektrodyfuzja). W roztworze elektrolitu wystepujg swobodne jony.
W przypadku transportu jondw w roztworze elektrolitu bodZce termodynamiczne s3 wynikiem
gradientu potencjatu chemicznego oraz elektrycznego ¢. Musimy zatem do potencjatu chemicznego

dodac¢ energie (na mol) tadunku w polu elektrycznym. W ten sposéb uzyskujemy tzw. potencjat
elektrochemiczny i-tego jonu w elektrolicie:

;= p; + 2,Fp, (1.59)

gdzie z, jest fadunkiem jonu, a F = 96485 C-mol ™ statg Faradaya. Analogicznie jak dla dyfuzji sktadnikow

niejonowych (1.54) mozemy przyjgé, ze strumien jondw jest spowodowany gradientem potencjatu

1_.
elektrochemicznego, J; =—L,?V,u,,. Poniewaz

Vi, =V, +V(zFp), (1.60)
wiec

LzF
H; —%V(p. (1.61)

1

1 L L
J=—L=Vi=-=(Vu+V(zFp))=—2=V
T H T( H (/)) T
Jezeli zatozymy, ze roztwor jest rozcienczony lub charakter odziatywan jonéw z osrodkiem i z innymi
sktadnikami jest taki, ze mozna przyja¢ nastepujgcy postac potencjatu elektrochemicznego
i, =p’ +RTInc, + z,Fop, (1.62)

mozemy dalej przeksztatci¢ (1.59)

L LzF LRT 1 LzF

) =—2"Vu-—-_--Vep=—- — Ve -y
1 LzF Dc. 1 Dc. zF

= LR=V¢ -~ yp=—Zigye DGy,
C T R ¢ R T

1 1

F
=-DVc,—D, z’—c,Vgo.
RT

Podsumujmy: w roztworach elektrolitéw strumien jonéw moze byé w pewnych sytuacjach opisany
nastepujacym réwnaniem konstytutywnym

zZF
J =-DVc. —D.—cVo. 1.63
j V6~ b orave (1.63)

Powyzsze wyrazenie na strumien jondw znane jest w literaturze elektrochemicznej jako réwnanie

Nernsta—Plancka. Mozna zauwazy¢, ze z zasadzie opisuje on strumien jonow rozbity na dwa sktadniki:

Poprawna forma to u = ° +RTlIn(c, / c°), gdzie c° jest stezeniem standardowym, na przyktad c® =1 mol/m?

gdy ¢; wyrazamy w mol/m3. Ale dla dalszych rozwazar nie bedzie to istotne i bedziemy pisa¢ jak w (1.56).
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cze$¢ dyfuzyjnq (—D,Vc,) oraz tzw. cze$¢ migracyjng (— Dz, ¢, V). W elektrochemii , migracja”

(czasami — ,elektromigracja”) oznacza ruch jonéw pod wptywem pola elektrycznego.

1.3.2. Rédwnania konstytutywne dla bilansu pedu

W rozdziale 1.2.4 omdéwiono réwnanie bilansu pedu dla ptynu idealnego. Teraz przejdziemy do bardziej
ogolnego opisu ptynu niz ptyn idealny — ptynu rzeczywistego. Zauwazmy, ze w ptynie idealnym nie
wystepuje tarcie wewnetrzne jednych fragmentéw poruszajgcego sie ptynu wzgledem innych.
Rzeczywiste ptyny posiadajg jednak witasnos¢, ktorg okreslamy jako lepkosé. Na poziomie
mikroskopowym zjawisko lepkos$ci zwigzane jest z przekazywaniem pedu molekut pomiedzy
réwnolegle poruszajgcymi sie warstwami ptynu.

Spdjrzmy na Rys. 1-5, gdzie dwie warstwy B i B, przemieszczajg sie wzdtuz wspdlnej ptaszczyzny S.
Szybsze czgsteczki (v, > vi) z warstwy (B>) dyfundujg przez S i nadajg ped ptynowi (B;), a podobnie
wolniejsze czgsteczki, ktore na rysunku sg ponizej S dyfundujg przez S, aby spowolni¢ ptyn powyzej S.
W ten sposob powstaje lepkos$é. To jest wyjasnienie jakosciowe lepkosci. Teraz opiszemy jak mozna
zmierzyc te wielkosé.

B>

/ - /5

Vi

B,

Rys. 1-5 Schematyczny rysunek przedstawiajgcy pojecie lepkosci w ptynie.

Lepkos¢ dynamiczna u (oznaczana tez symbolem 7)) ptynu opisuje jego opdér wobec przeptywow
$cinajgcych. Na Rys. 1-6 predkos¢ gérnej ptyty jest rownolegta do osi x. Pewna sita zewnetrzna F jest
wymagana, aby utrzymac gérna ptyte w ruchu ze statg predkoscig v. Zatem na samym spodzie predkosc
spada do zera, a na gérze wynosi v. Mozna przyja¢, ze dla nieduzej grubosci rozwazanej warstwy, /,
predkos¢ zmienia sie liniowo z odlegtoscia (,wysokoscig”) y. Jezeli A oznacza pole powierzchni na
ktéra dziata sita F, to naprezenie Scinajgce wynosi 7=F/A. Chodzi teraz o to, ze pomiedzy tym
naprezeniem $cinajgcym a gradientem predkosci, v //, jest zaleznos¢ liniowa, 7 ~v /1. Wspotczynnik
proporcjonalnosci definiujemy jako wspodtczynnik lepkosci dynamicznej:

r=Fo 00 (1.64)
A oy
Ay
F=uA—=uA—=nA— . A
14 Al oy :
U ptyn | ov_v
,_F_ov : oy 1
A oy
X

Rys. 1-6. llustracja przedstawiajgco definicje lepkosci dynamicznej s
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Wracamy teraz do rozwazan ogdélnych. Zamiast zatozenia, ptyn idealny:

sifa dziatajgca na S na jednostke powierzchni = —p(r,t)n,

gdzie n jest wektorem normalnym do S, przyjmujemy teraz ze dla ptynu lepkiego sity dziatajgce na
element powierzchni S majg dwie sktadowe

sila dziatajgca na S na jednostke powierzchni = —p(r,t)n + o(r,t)-n,
%,_/ %,_/
sita normalna tu mogq byc
sity Scinajgce
gdzie o jest tensorem naprezenia, ktéry opisuje sity scinajgce w ptynie. Jest on zwany takze tensorem
naprezen Cauchy'ego. W ustalonym uktadzie wspodirzednych tensor naprezen moze by¢
reprezentowany macierzg 3 x 3. Tak wiec wyrazenie o-n nalezy rozumie¢ jako mnozenie macierzy ¢
przez wektor normalny n (n jest wtedy zapisany jako wektor kolumnowy).

Z tego sformutowania widzimy, ze sita $cinajaca jest liniowa wzgledem n. Ten fakt nie jest oczywisty!®

Podobnie jak w przypadku ptynu idealnego, mozemy wykorzystac¢ dla ptynu lepkiego drugie prawo
Newtona dla poruszajgcej sie czastki ptynu W;

d
—jpudvz j (—pn + o -n)dA + jpfdv (1.65)
dt ow, W,

sily wewnerzne masowe sity

wewnegrzne

Sity wewnetrzne dziatajgce przez wybrang myslowo powierzchnie sktadajg sie zatem z dwdch cztonow:
normalnego (reprezentowanego przez funkcje skalarng p — ci$nienie) i $cinajgcego/stycznego
(reprezentowanego przez tensor naprezen o). Mozna udowodni¢, ze tensor naprezenia jest
symetryczny. To bardzo wazna wtasnosé.

Aby uzyskac bardziej szczegétowe rownanie ruchu ptynu, musimy doktadniej sprecyzowac tensor
naprezen. Nastepujace zatozenia na temat o s3 fizycznie uzasadnione:

1. o zalezy liniowo od gradientu pola predkosci Vvu.
2. o jest niezmienniczy wzgledem obrotéw przestrzennych.

3. ojest symetryczny (jak juz wspomniano wczesniej jest to wynikiem bardzo ogdlnych zatozen o
regularnosci tego tensora oraz zasady zachowania pedu).

Gradient predkosci (wielko$¢ wektorowa) jest uogdlnieniem gradientu dla wielkosci skalarnej (wzér
(1.28)). Jest to macierz, w ktérej wierszami sg gradienty kolejnych sktadowych wektora v=[vy,v,,0,]:

vy vy vy

ox oy 0z
| oy vy vy
Vo=%- & = | (1.66)

ov, ov, ov,

=

ox oy oz

W oparciu o zatozenia 1., 2., i 3. mozna pokazaé, ze tensor naprezen ma postac:
o=A(divo)l+2uD. (1.67)

gdzie A oraz p sg nieujemnymi parametrami charakteryzujgcymi lepki ptyn, a tensor D ma postac:

> Udowodnit to August Cauchy (pocz. XIX w.) na podstawie zasady zachowania pedu.
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ov 1(00, , O, 1{00y , Ov
6‘xx 7( é’yx +6‘_xy 7( 6zx + 6’xz)
oy, oy, v, 0
D:_(VU+(VU)T): %(Oal;x +5) 3 35+ al;z) : (1.68)
100V ov 119, ov ov
1F+3) (F+3) 3

Wykorzystujgc jeszcze pewne przeksztatcenia oraz postaé tensora naprezen o = A(div v)l + 2uD
mozemy rownanie (1.65) zapisa¢ w postaci:

0
j p(a—';ﬂu.ijdv = j (—Vp + (A+u)V(divo) + uAv+ pf)dV, (1.69)
w w
co wobec dowolnosci zbioru W oznacza, ze wyrazenia pod catkami muszg by¢ rowne:

0
p(a—l:+(U-V)UJ = —Vp + (A+ u)V(divp) + uAv+ pf. (1.70)
W ten sposéb otrzymujemy ukfad rownan Naviera—Stokesa opisujgcy ruch ptynu lepkiego. Tutaj jest
zapisany w formie wektorowej, ale v = [u,,Vy,V0,], wiec (1.70) jest uktadem trzech réwnan skalarnych
na sktadowe predkosci. Mamy na przykfad dla sktadowej v, :

ov, ov, ov, ov,
P +v, +0, +0,
ot ox oy 0z

(1.71)

0
=—-Vp + (}t+y)a—[

ov, 0vu, GUZJ [521))( o’v, v
+ + u
X

- > T2 T
ox oy oz ox oy 0z
Analogiczne réwnania s dla sktadowych v, oraz v,.

Uktad réwnan Naviera—Stokesa (1.70) nie wystarcza jeszcze do uzyskania opisu ruchu ptynu, gdyz jak
widzimy zawiera on pie¢ niewiadomych wielkosci:

v, 0,,0,,p, P, (1.72)

tj. sktadowe predkosci, cisnienie oraz gestos¢. Sam uktad (1.70) opisuje ptyn lepki, ktéry moze byc
Scisliwy (na przyktad gaz) lub nie. W przypadku jednak wielu cieczy (woda, etanol itp.) mozna przyjac,
Ze sg one w typowych sytuacjach praktycznie niescisliwe, czyli o statej gestosci, p=const, co daje kolejne
réwnanie. W tym przypadku p jest dang stata materiatowg (np. gestos¢ wody). Ponadto, dla ptynu
niescisliwego mamy warunek (1.17), zatem w przypadku niescisliwej cieczy uktad opisujacy jej
przeptyw sktada sie z ponizszych réwnan:

ov
—+(@-Vv |=-Vp + uAv+pof,
p( o (v-V) j p+ u P (1.73)

divb=0,
gdzie p jest dang gestoscia cieczy.

W literaturze — zwtaszcza matematycznej — to witasnie powyzszy uktad réwnan dla cieczy lepkiej i
niescisliwej zwany jest uktadem rdwnan Naviera—Stokesa. Jest on juz kompletny: mamy cztery
niewiadome: v =[v,,0,,0,], p oraz cztery rownania (pierwsze réwnanie w (1.73) to sg trzy réwnania

skalarne). Danymi sg wspdtczynniki charakteryzujace ciecz: p, i (gestos¢ i lepkosé dynamiczna) oraz
ewentualnie gestos¢ pola sit zewnetrznych f.
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1.4. Warunki poczatkowe i brzegowe

W problemach niestacjonarnych (zaleznych od czasu) nalezy zna¢ stan uktadu w chwili poczatkowej
(warunki poczgtkowe). Musimy rowniez okreslié, co dzieje sie na brzegu obszaru, ktéry oddziela uktad
od otoczenia (warunki brzegowe).

Warunki brzegowe podzielimy na dwa rodzaje:

i) warunki brzegowe typu Neumanna,
ii) warunki brzegowe Dirichleta.

Warunki brzegowe typu Neumanna dotyczg strumienia na brzegu, a doktadniej jego sktadowej
prostopadtej do brzegu, J, =J-n. Jezeli przez brzeg (lub jego fragment) nie moze przenika¢ wielkos¢

fizyczna opisywana strumieniem J, oznacza to, ze sktadowa ta jest réwna zero:

J,=)-n=0. (1.74)

Jezeli przez brzeg przeptywa dana wielkos¢ fizyczna (np. energia, masa, konkretny rodzaj czgsteczek
itp.) z zadang szybkoscig g, to méwimy o niejednorodnym warunku brzegowym Neumanna:

J,=)-n=gq. (1.75)

Ogédlniejsze warunki od powyzszych polegajg na tym, ze strumien przez brzeg zalezy tez od aktualnego
stanu ukfadu. Na przyktad przeptyw ciepta przez brzeg moze zaleze¢ od temperatury uktadu na brzegu
i na zewnatrz

Joo=dy-n=h(T-T,), (1.76)

zew

gdzie h to wspbtczynnik przenikania ciepta, W/(m?-K), T,

zew

to temperatura na zewnatrz ukfadu.

Warunek taki jak (1.76) istotnie rdzni sie warunku (1.75), gdyz tym razem strumien na brzegu zalezy
tez od niewiadomej wielkosci, czyli temperatury T(x, t). W przypadku warunku (1.75) strumien g moze
zalezec od czasu i od potozenia x € 6Q na brzegu, czyli g = q(x, t), ale jest wielkoScig zadang. Natomiast
w przypadku warunku (1.76) prawa strona nie jest znana, bo rozktad temperatury T=T(x, t) jest
niewiadoma.

Dla uktadu wielosktadnikowego mogg by¢ rézne warunki brzegowe dla réznych sktadnikow. Na
przyktad brzeg moze byé nieprzepuszczalny (zamkniety, izolujacy) dla sktadnika i=1, ale
przepuszczalny dla skfadnika i = 2:

J,-n=0,

1.77
J,-n=k(c,—c (.77)

l,zew)'

Warunki brzegowe typu Dirichleta oznaczajg zadanie wartosci funkcji niewiadomej na brzegu lub jego
fragmentach. Na przyktad w transporcie ciepta wielkoscig niewiadomg jest rozktad temperatury,
T(x, t). Warunek brzegowy Dirichleta dla temperatury bedzie miat postaé

T=T,

zew ’

(1.78)

gdzie rownos¢ ma zachodzic na brzegu 0Q, a T,ew jest dane. Aby podkresli¢, ze warunek (1.78) zachodzi
na brzegu, czasami piszemy jawnie argumenty funkcji:

T(x,t)=T,, dla xe€0Q. (1.79)

zew
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Kazde ciato o dodatniej temperaturze (w skali bezwzglednej) emituje energie w postaci
promieniowania elektromagnetycznego (fali elektromagnetycznej). Zazwyczaj dla temperatur
pokojowych i nizszych oraz gdy czas obserwacji uktadu jest krétki zaniedbujemy ten efekt w bilansie
energii. Ale dla wyzszych temperatur (na przyktad rozgrzane do czerwonosci zelazo lub grzejnik w
pomieszczeniu) nalezy uwzglednic te energie w bilansie. Poniewaz promieniowanie odbywa sie przez
brzeg, wiec zjawisko to ujmujemy w formie odpowiedniego warunku brzegowego. Przydatne jest tu

prawo Stefana—Boltzmanna na catkowitg moc promieniowania w zaleznosci od temperatury ciata
Jyp =1, n=0,5,T" na oQ. (1.80)

gdzie 0,=5.67-10° W-m?-K* jest tzw. stata Stefana—Boltzmanna, a 0<¢, <1 to wspétczynnik
emisyjnosci powierzchniowej (wspétczynnik wzglednej zdolnosci emisyjnej). Dla ciata o doskonatej
emisyjnosci & = 1.

Warunki brzegowe dla réwnan Naviera—Stokesa

Przypomnijmy, ze brzeg obszaru Q2, w ktérym znajduje sie ptyn oznaczamy symbolem 0Q. Wtedy jeden
z mozliwych warunkow jest taki, ktéry stwierdza po prostu, ze ptyn nie przenika przez brzeg (Scianka
szczelna), czyli sktadowa w kierunku normalnym (prostopadtym) musi by¢ réwna zero:

v-n=0 na o (1.81)
Taki warunek jest oczywisty dla brzegu, ktdry jest nieprzenikliwy dla ptynu.

Z drugiej strony warunek (1.81) nie wyklucza mozliwosci istnienia niezerowej sktadowej stycznej do
brzegu. Taka sytuacja oznaczata by, ze ptyn mdgtby sie niejako slizga¢ wzdtuz brzegu. Okazuje sie, ze
fizycznie taki warunek w typowych przeptywach ptynéw lepkich nie moze zachodzi¢ — predkos¢ styczna
tez spada do zera co wynika z doswiadczen. Okazuje sie, ze jest to réwniez wymagane przez
matematyczng teorie réwnan Naviera—Stokesa (1.73). Tak wiec stosuje sie warunek, ze sktadowa
styczna tez jest zerowa (tzw. “no-slip condition”). To w potgczeniu z warunkiem (1.81) sprowadza sie
do wymogu, aby catkowita predkos¢ na brzegu byta réwna zero:

v=0 na Q. (1.82)

PokresImy: warunek powyzszy jest wymagany dla ptynu lepkiego (> 0). Natomiast dla ptynu o lepkosci
zerowej, opisywanego réwnaniem Eulera (1.49) moze wystgpi¢ poslizg ptynu wzdtuz brzegu (Sciany),
czyli sktadowa styczna moze by¢ niezerowa. Natomiast sktadowa normalna musi by¢ zero (ptyn nie
przenika prze brzeg). Zatem dla réwnan Eulera przyjmujemy warunek (1.81).
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2. Numeryczne metody rozwigzywania zagadnien transportu

Najczesciej stosowane metody numerycznego rozwigzywania zagadnien transportu masy i energii to
metoda réznic skoriczonych i metoda elementow skoriczonych. Metoda réznic skoriczonych opiera sie
na zastgpieniu pochodnych w rdéwnaniach rdézniczkowych odpowiednio dobranymi ilorazami
réznicowymi, co prowadzi do (,,algebraicznego”) uktadu réwnan lub do uktadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych (w przypadku zagadnien zaleznych od czasu). Natomiast metoda elementéw skoriczonych
jest matematycznie bardziej ztozona, gdyz wymaga najpierw przeformutowania wyjsciowego réwnania
(lub uktadu réwnan) do tzw. postaci stabej (zwanej tez postaciq uogdlnionqg) przy uzyciu catek,
wybraniu odpowiedniego zbioru funkcji bazowych, przyblizeniu szukanego rozwigzania w formie
skonczonej sumy wzgledem funkcji bazowych i wstawieniu tej sumy do stabej postaci zagadnienia.
Podobnie, jak dla metody réznic, prowadzi to do uktadu réwnan ,algebraicznych” lub i uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, na ogét jednak innych niz w metodzie réznic skoriczonych. W przypadku
jednego wymiaru, lub prostych obszaréw w dwu- lub trzech wymiarach (prostokat, prostopadtoscian)
metoda réznic skonczonych jest szczegdlnie prosta i tatwa do realizacji komputerowe;.

2.1. Sformutowanie problemu transportu masy/ciepta

Przedledzimy konstrukcje przyblizenia rozwigzania metodg rdznic skoriczonych dla dyfuzji w jednym
wymiarze (1D). Strumien dyfuzyjny (J=-Doc/0x)) i brak reakcji (R = 0) prowadzg do réwnania

2
@=Da—f, dla 0<x<L, t>0. (2.1)
ot 154

Przyjmiemy warunki brzegowe typu Dirichleta (znane stezenia na brzegu)
c(0,t)=c,, c(L,t)=c,, (2.2)
oraz state stezenie jako warunek poczatkowy

c(x,0)=c dla 0<x<L (2.3)

pocz

2.2. Metoda réznic skorficzonych

Szukane rozwigzanie c(x, t) jest okreslone dla x € [0, L]. Wprowadzamy jednorodng siatke punktéw
(»wezty”) {x,,x,,...,x,} <0, L] odlegtych o Ax (Rys. 2-1):

X, =0, x,,=x,+Ax (i=0,1,2,...,n-1).

Mowimy, ze krok przestrzenny wynosi Ax = L/n. Zauwazmy, ze pierwszy i ostatni wezet pokrywaja sie
z punktami na brzegu odcinka: xo = 0 oraz x, = L. Dalej uzyjemy nastepujgcych oznaczen

¢, :=c(x,,t) dla i=0,1,...,n.
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L= Co Cn Cp

Co Cl () Ci1 Ci Ci+l Cn-1 Cn

v

- > * * \ g - - - * * \ g &

Xo X X2 Xi-1 Xi Xi+] Xn-1 Xn

Rys. 2-1. Dyskretyzacja przestrzenna dla zagadnienia 1D. Odcinek [0, L] jest podzielony na mniejsze przy pomocy

punktow x;.. W metodzie numerycznej wartosci rozwigzania beda wyznaczone w tych punktach.

Zastepujemy pochodne w rownaniu (2.1) odpowiednimi ilorazami réznicowymi. Dla drugiej pochodnej

wzgledem x uzyjemy tzw. centralnego ilorazu réznicowego

ﬁ_zc(x ) c(x+ Ax,t)—2c(x,t) +c(x — Ax, t)
T AX’ ’

a dla pierwszej pochodnej wzgledem czasu zwyktego ilorazu réznicowego w przéd

@(X' )~ c(x,t+ At)—c(x,t) .
ot At

Teraz réwnanie (2.1) mozemy przyblizy¢ w weztach wewnetrznych (x;, 1 <i < n-1) réwnoscia

c(x, t+At)—clx;,t) _clx; +Ax,t)—2c(x,,t)+clx, — Ax,t)
At AX*

Jezeli skorzystamy z nastepujgcych rownosci

t
i+17

C(Xi + AXIt) = C(Xi+1't) =C
el A ) =cl,, f)=c!

i-17

c(x,, t+At)=c™,

to rownosc (2.6) przyjmie postaé

t+At t t t t
¢ —C C,, —2C +¢; .
: A L=p-t L, i=1,..,n-1.
Przeksztatcamy powyzszg réwnosé:
At
t+At t_ t t t
G —G __fz(ciﬂ _ch TG, ),

i i i+1 i i 2 2 2 Ti-17

At DAt DAt DAt
¢ =cl +D—(cl,, —2¢ +¢; ) =—C,, +[ 1-2 c+—c!
Ax Ax Ax Ax

i otrzymujemy

¢ =sci, +(1-2s)¢ +sci,, i=12,...n-1,

i i+1

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

gdzie s = DAt/Ax*. Mamy zatem schemat obliczeniowy (2.10), ktéry pozwala wyliczyé stezenie w

weztach x; w chwili t + At, gdy znane jest w chwili t. Dla t = 0 uzywamy warunku poczatkowego (2.3),

a dla weztéw brzegowych {x,, x,} warunku (2.2). Podsumowujac, metoda réznic skoriczonych dla

problemu (2.1) z warunkami poczatkowo-brzegowymi (2.3), (2.2) sprowadza sie do wzordéw:
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0 .

€ =Cho,(X;) dla i=0,...,n,

t+At t+At

¢, =¢C,C, =Cp, (2.11)
t+At t t t ;

o =scl,, +(1-2s)c +sci,, i=1,2,..n—1,

gdzie wartos¢ parametru numerycznego

At

s=D
(Ax)?

(2.12)

wynika z przyjetej doktadnosci przyblizen czyli z krokéw czasowego At i przestrzennego A”.

Uwaga: W przypadku dyskretyzacji pochodnej czasowej zastosowalismy tutaj bardzo prosty sposéb —
réznice w przéd (2.5) — co prowadzi do tzw. jawnej metody Eulera (2.10). Jest ona tatwa do realizacji
komputerowej, ale ma ograniczenie polegajgce na braku stabilnosci, gdy krok czasowy nie jest
wtasciwie skorelowany z krokiem przestrzennym. Musi by¢ bowiem spetniony warunek s < 1/2, czyli

1 2
At<5(Ax) . (2.13)

Ogélnie warunek ten oznacza, ze jezeli chcemy zwiekszy¢ doktadnos¢ dyskretyzacji przestrzennej o
rzad wielkosci, czyli zmniejszamy Ax 10 razy, to krok czasowy At musimy zmniejszy¢ 100 razy. Powoduje
to zwiekszenie czasu obliczen ok. 1000 krotnie.

2.3. Metoda elementéw skonczonych (MES)

Pierwszym etapem jest przeformutowanie problemu zapisanego w postaci rézniczkowej (2.1) do tzw.
postaci stabej® przy uzyciu catkowania. W przypadku zagadnien jednowymiarowych wystarczy postuzy¢
sie wzorem na catkowanie przez czesci:

[ F0ag'(x)dx = F(x)a(x)[, - [ £ (x)glx)ex. (2.14)

Warunki brzegowe (2.2) dla naszego problem sg niezerowe. Okazuje sig, ze w takiej postaci nie mozna
jeszcze dokonad przejscia do postaci stabej, dlatego nalezy przeksztatci¢ wyjsciowe zagadnienie do
rownowaznego z warunkami Dirichleta zerowymi. Jest to tatwe — wystarczy podstawienie

C, —C,

c(x,t)=c(x,t)— xX—c,. (2.15)

Poniewaz

¢, —¢C ¢, —¢C

£(0,t)=c(0,t)—

0-c,=c,—¢,=0, c(Lt)=c(L,t)- L—c,=c,—(c,—¢c,)—¢, =0,

wiec funkcja ta spetnia warunki zerowe na brzegu
c(0,t)=0, c(L,t)=0. (2.16)

Zauwazamy, ze OC/0t =0c /Ot i 6°C/ox> =0°c/Ox*, zatemci € spetniajg takie samo réwnanie:

& W matematyce uzywa sie jeszcze okresler — postaé uogdlniona lub postaé wariacyjna.



28 Modelowanie komputerowe w praktyce — przyktady i zastosowania

e
% _p%C gla 0<x<L, t20. (2.17)
ot  0Ox

Warunek poczatkowy dla ¢ bedzie miat postacé:

-C
L

¢(x,0)=c,, (X) ——"—Lx—c,. (2.18)

Zatem, aby rozwigza¢ problem dyfuzji z warunkami Dirichleta (2.2) mozna rozwigza¢ analogiczny
problem, ale z warunkami zerowymi (2.16) oraz rozktadem poczatkowym (2.18), a nastepnie uzyskane
rozwigzanie ¢ wstawi¢ do (2.15), aby otrzymaé c. Tak wiec, do opisania metody numerycznej
wystarczg zerowe warunki Dirichleta, dlatego jako modelowy problem przyjmiemy:

dc o%c

=D—,
a o (2.19)
c(0,t)=0, c¢(L,t)=0, c(x,0)=c,__(x).

pocz(
Wprowadzamy przestrzen funkcji rozniczkowalnych w sposéb ciggty zerujgcych sie na brzegu:
H(0,L)={¢p: [0, L] > R taka, ze ¢' jest ciggata i ¢(0)=¢(L)=0}. (2.20)

Przeformutowanie do postaci stabej (uogdlnionej) zagadnienia (2.19) polega teraz na pomnozeniu
rownania przez dowolng funkcje ¢ € H(0, L), scatkowaniu obu stron po x€[0, L] oraz wykonaniu

catkowania przez czesci (2.14):

—(x =02 (1) = —(x )0(x) =D 2 (x,t)plx)
15 ox
= j —(x t)p(x)dx = jD ~ (x,)p(x)dx (2.21)

x=L

a j c(x, t)p(x)dx = D[ (x, t)qo(x)} —Dj aC(x 0" (x)dx

x=0

Zauwazmy, ze

oc  bc oc
{—(X,t)(p(X)} =—(L,t)p(L)——(0,t)p(0) =0, (2.22)
ox o OX ox
gdyz ¢(0) = (L)=0. Ostatecznie sformutowanie stabe problemu (2.19) oznacza poszukiwanie funkcji
c(x,t) spetniajgcej tozsamosc¢ catkowg

a j c(x,t)p(x)dx =—D j ~(x t)—¢(x)dx (2.23)

dla dowolnej funkcji @ € H(0, L) oraz warunek poczatkowy

c(x,0)=c

pocz

(x), x€l0,L]. (2.24)

Uwaga: Mozna wykaza¢, ze sformutowania (2.19) oraz (2.23) sg réwnowazne (przy tym samym

warunku poczatkowym c(x,0)=c___(x)), jezeli szukamy rozwigzania w klasie funkcji majgcych druga

pocz

pochodng 6%c/dx? ciggta. Natomiast sformutowanie stabe (2.23) jest ogdlniejsze w tym sensie, ze nie
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musi istnie¢ nawet druga pochodna — wystarczy, aby istniata ciggta pierwsza pochodna dc/dx, co z

kolei oznacza istnienie ciagtego strumienia J=—Ddc/ox.

Gdy juz mamy przeformutowany problem do postaci stabej (2.23), mozemy przystgpi¢ do tworzenia
schematu obliczeniowego metodg elementéw skonczonych. W tym celu nalezy wybraé¢ pewng
skonczeniewymiarowg podprzestrzen przestrzeni H(O,L). W praktyce oznacza to wybranie
skoficzonego zbioru tzw. funkcji bazowych: ¢,,..., ¢, € H(0,L). Baza te bedzie uzyta do zbudowania

przyblizonego rozwigzania problemu jako sumy

c(x,t)=c,(x,t) =Zn:/Ii (t)p.(x), (2.25)

i=0
gdzie nieznane wspétczynniki A4, (t) beda wyznaczone w oparciu o réwnanie (2.23). W przypadku

zagadnien niestacjonarnych wspétczynniki A; sg funkcjami czasu, a w przypadku stacjonarnych sg to
liczby. Teraz pojawia sie kluczowy aspekt MES: sposéb konstrukcji bazy ¢,,...,¢,. W MES baze

konstruuje sie dzielgc dziedzine [0, L] na sume mniejszych obszaréw. Podziat ten — zwany w ogdlnosci

triangulacja — musi spetnia¢ pewne warunki. W przypadku jednowymiarowym triangulacja jest
trywialna — podziat na odcinki. Ale w przypadku dwdch- lub trzech wymiardw jest to niebanalne
zagadnienie z geometrii obliczeniowej (znane s3g specjalne algorytmy, na przyktad triangulacja
Delanueya). Dla dziedzin na pfaszczyznie czesto podziat jest na tréjkaty, a dla dziedzin w przestrzeni —
sg to zazwyczaj czworosciany’. Na rysunku (Rys. 2-2) przedstawiono przyktadowe triangulacje w trzech
przypadkach (wymiar 1, 2 i 3). Jak widaé¢ w jednym wymiarze jest to zagadnienie trywialne, ale w
wyzszych juz nie.

wymiar 1
(1D)

wymiar 2
(2D)

7 Niezaleznie od wymiaru méwimy zawsze o triangulacji, cho¢ tylko w przypadku ptaszczyzny R* wystepuja w
podziale tréjkaty (ang. triangles).



30 Modelowanie komputerowe w praktyce — przykfady i zastosowania

wymiar 3 :
(3D) SO

Rys. 2-2 Przyktadowe triangulacje w geometrii: a) jednowymiarowej 1D, b) dwuwymiarowej 2D i c)
tréjwymiarowej 3D.

Funkcje bazowe definiuje sie w oparciu o dokonang triangulacje dziedziny. Najprostszy rodzaj funkgji
bazowych to wielomiany pierwszego stopnia (funkcje liniowe) na kazdym elemencie podziatu. Zatem
w jednym wymiarze sg to funkcje postaci ax+b, w dwdch wymiarach ax+by+c itd. Oczywiscie
wspodtczynniki a, b, c itd. mogg by¢ rézne dla poszczegdlnych elementéw podziatu. W przypadku funkcji
bazowych drugiego stopnia sg to wielomiany kwadratowe: w jednym wymiarze ax® + bx + ¢, w dwdch

wymiarach ax*+by*+cxy+d itd. Przyktadowe funkcje bazowe pierwszego stopnia 1D pokazuje Rys. 2-3.

A

L 2 \0 0 0 * L L 2 -—
o I LTi1 L3 Tipx Tpq Tp L

Rys. 2-3 Przyktadowe funkcje bazowe pierwszego stopnia w geometrii 1D.

Konstrukcje funkcji bazowych (ustalonego stopnia) odbywa sie automatycznie, gdy juz mamy
dokonang triangulacje, cho¢ w jednym wymiarze mozna fatwo podaé jawne wzory, na przyktad

X—X,
= dlax,, <x<x,,
o=
() =
X—X, 2.26
M dlax,, <x<x,, (2.26)
Xi —Xiq

@,(x)=0 w pozostatych przypadkach.

Gdy funkcje bazowe s3 zdefiniowane, to jak juz wspomniano, szukamy przyblizenia w postaci (2.25).
Zatem wstawiamy te posta¢ do réwnania uogdlnionego (2.23), a w miejsce ¢ wstawiamy ¢ :
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d 3 ot
Ejz,i,, (t)g, (X}, (x)dx =D ! — ZO: 210, (0)— L (xlax,

o =0

n L n L X d .
%Z A (t)j @, (x)g; (x)dx = —DZ A (t)I% (x)d—(i’ (x)dx, (2.27)
- [} ; - i d@ d(ﬂj
Zz (t) j @, (X), (X)dx = —Dg A(t) j 00— e

Zauwazmy, ze catki thopj.dx oraz J‘:‘L—";%dx sg to juz konkretne liczby, gdyz ¢, sg dane. Mozemy

wiec powyzszy uktad przepisac tak

Y a,4(t)=-D> _b,A(t) dla j=0,...,n, (2.28)
i=0 i=0
gdzie
L Ld¢ d¢)j
a.=|o(X)e.(x)dx, b.=|—L(x)—(x)dx. 2.29
; !cﬂ,()co,() ’ {dxudxn (2.29)

Otrzymalismy ostatecznie uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (2.28) z warunkiem poczatkowym
wynikajgcym z (2.24)

> a,4(0)=b dla j=0,...,n, (2.30)
i=0

gdzie
L

B = [ €y (¥), (X)clx. (2.31)

J
0

Opisana procedura MES dla réwnania dyfuzji (2.1) wydaje sie dos¢ skomplikowana — zwtaszcza w
poréwnaniu z metodg rdéznic skoniczonych. Nalezy jednak pamietaé, ze sSrodowiska obliczeniowe takie
jak COMSOL realizujg caty ten schemat automatycznie. Uzytkownik moze skorzysta¢ z ustawien
domysinych metody MES lub modyfikowac niektérej jej parametry.
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3. Srodowisko obliczeniowe COMSOL Multiphysics

Oprogramowanie COMSOL Multiphysics® jest narzedziem do symulacji proceséw w niemal wszystkich
dziedzinach inzynierii, produkcji i badaniach naukowych. COMSOL Multiphysics® zawiera m.in.
platforme do symulacji proceséw transportu masy, energii i pedu. Model Builder obejmuje wszystkie
etapy procesu modelowania — od definiowania geometrii, wtasciwosci materiatéw i réwnan
opisujgcych okreslone zjawiska, warunkéw brzegowych i poczatkowych po rozwigzywanie i
przetwarzanie modeli w celu uzyskania pozgdanych wynikéow.

3.1. Stosowane konwencje oraz oznaczenia

Réwnania bilansu oraz réwnania konstytutywne nalezy wpisa¢ w COMSOLu w formie odpowiednich
wyrazed. Same rdéwnania zostaty szczegétowo omdwione w Rozdzialel Wprowadzenie do
modelowania. Sposéb wpisywania wyrazen jest w wiekszosci zgodny z zapisem matematycznym.
Istnieje jednak kilka wyjgtkéw, ktdre zostang opisane ponize;j.

UWAGA 1: COMSOL rozréznia mate i duze litery. Symbole x, y, z, t, eps, h sg wbudowane i zastrzezone.

UWAGA 2: COMSOL uzywa jako separatora dziesietnego kropki (stosowanego w j. angielskim) zamiast
przecinka stosowanego w j. polskim. Dla ujednolicenia, w dalszej czesci ksigzki bedziemy uzywac kropki
jako separatora dziesietnego, np. 1.5; 2.4E-5.

3.2. Strumien i cztony zrédiowe

W Rozdziale 1 Wprowadzenie do modelowania uzywalismy ogdlnie przyjetego w literaturze oznaczenia
na strumien J. Jednak w COMSOLu strumien jest oznaczany literg greckg I'. Rdwniez cztony Zrédtowe
wystepujgce w réwnaniach bilansu oznaczane zwykle w literaturze literg R w COMSOLu oznaczane s3
litera f.

3.3. Wyrazenia

W COMSOLu zawsze musimy stosowaé operatory (+,-,*%,/) pomiedzy zmiennymi. W wyrazeniach
mozemy takze stosowaé nawiasy (). W COMSOLu, aby na przyktad zapisa¢ pochodng stezenia ¢ po
potozeniu dc/0x, postugujemy sie zapisem: cx. Odpowiednio, drugg pochodng po potozeniu ze stezenia
zapiszemy nastepujgco: cxx. W tabeli (Tab. 3-1) zestawiono na przyktadach sposéb zapisu
matematycznego oraz odpowiadajgcy mu zapis w COMSOLu.

Tab. 3-1 Przyktadowe wyrazenia w zapisie matematycznym oraz ich zapis w COMSOLu.

Zapis matematyczny Zapis w COMSOLu
2x 2*x
X
2; 2*x/(y*z); 2*x/y/z; 2*x*yr-1*z1-1
2x° 2*xA2
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o oo Fe e
ot’ ox’ ox*’ oxoy
b oc, 0c 0dc

-, S5t -D1*c1x, cxx+c
Yox T ooax? oyt jad

ft, c1x, cxx, cxy

3.4. Parametry i zmienne

Parametry i zmienne stuzg do parametryzacji i definiowania wartosci liczbowych modelu.

W COMSOLu mozna zdefiniowac parametry, ktére beda dostepne w catym modelu. Wprowadzamy je
do tabeli Parametry. Parametry mozna wprowadzi¢ recznie lub zaimportowac je z pliku tekstowego.
Parametr mozna tez zdefiniowac jako wyrazenie, ktére odwotuje sie np. do innych parametréw lub
statych matematycznych lub fizycznych.

Aby zdefiniowac parametry recznie:

W polu Name wprowadz nazwe parametru.
W polu Expression wprowadZ wartos¢ liczbowa lub wyrazenie, ktére definiuje wartosé
parametru, w tym jednostke. Wiecej na temat stosowania jednostek w COMSOLu przeczytasz
w rozdziale 3.6. Mozesz zdefiniowac¢ parametr jako wyrazenie, ktore zawiera liczby, inne
zdefiniowane parametry, wbudowane state, wbudowane funkcje (Rys. 3-1).
3. Pole Value wyswietla wartos¢ parametru w domyslnym systemie jednostek (przewaznie SI).
4. W polu Description wprowadz opcjonalny opis parametru.

testmph (root) v Parameters
Global Definitions
i Parameters 1 » Name | Expression Value
> Materials a 20[cm] 02m
Compenent:1.(compl) b 35[cm] 035m
> = Definitions 2
> 1A Geometry 1 A a*b 007 m
: Materials r 12{m] 2l
Mesh 1 Ar pi*rA2 45239 m?
Study 1 tk 10[h] 36000 s
|~ Step 1: Stationary frt F_const/(R_const*T) 42507 1/V
<= Results T 273[K] 273K

Rys. 3-1 Przyktadowe definicje parametrow przedstawiono na rysunku ponizej.

Parametry w COMSOLu majg warto$¢ statg, niezaleznie od aktualnego stanu obliczeA. Natomiast tzw.
zmienne (ang. variables) nie muszg by¢ state. Wprowadzanie zmiennych dokonuje sie w wezle
Variables. Zmienne, podobnie jak parametry, mozesz wprowadzi¢ bezposrednio lub zaimportowac z
pliku tekstowego. Zmienne mogg byé zdefiniowane globalnie lub lokalnie w ramach komponentu
(Component). Zmienne w zdefiniowane w ramach komponentu mogg zaleze¢ od funkcji, ktdre sg
szukanymi rozwigzaniami modelu, a takze od wspodtrzednych geometrycznych (x, y, z) lub czasu t.
Czesciej uzywa sie zmiennych lokalnych, dlatego oméwimy tylko ten typ. Aby zdefiniowaé zmienne
lokalne klikamy prawym przyciskiem myszy na wezle Definitions (pod Component 1) w drzewie
projektu
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35

v @ testmph (root)
v &/ Global Definitions
Pi Parameters 1
= Materials
v Component 1 (comp1)
> = Definitions
> 2] Geometry 1
: Materials
/. Mesh 1

i z podrecznego menu wybieramy Variables:

-------------

v Component 1 (comp1)

> = Defin™

+ Matel Functions 4
/5 Mesh Selecti R
o Study 1 elections

Zostanie dodany nowy wezet (pod Definitions):

v Component 1 (comp1)
v = Definitions
Variables 1
> [ view 1
> D Geometry 1
« Materials

Po kliknieciu wezta Variables, po prawej stronie drzewa projektu pojawi sie sekcja Variables, a w nigj

tabelka gdzie wprowadzamy zmienne:

Model Builder v * Settings
< R T Etv El v

v~

Variables
Label: Variables 1

v @ testmph (root) Geometric Entity Selection
v @ Global Definitions
i Parameters 1
' Materials

v Component 1 (comp1) "

Geometric entity level: Entire model

v = Definitions
Variables 1 v Variables
> [ View 1

vy » )
> [2] Geometry 1 Name | Expression
: Materials

. Mesh 1

Unit

Aby zdefiniowac zmienne recznie:

5. W polu Name wprowadz nazwe zmiennej.

6. W polu Expression wprowadz wartos¢ liczbowg lub wyrazenie, ktére definiuje wartosé
zmiennej. Mozesz zdefiniowa¢ zmienng jako wyrazenie, ktére moze zawierac liczby,
parametry, state matematyczne, state fizyczne, inne zmienne, funkcje wyrazen zmiennych,
zmienne przestrzenne, czas i operatory, a takze mogg miec jednostki (Rys. 3-2 i Rys. 3-3).

7. Pole Unit wyswietla jednostke zmiennej, ktéra wynika z wprowadzonej definicji (wyrazenia)

(przewaznie Sl).

8. W polu Description wprowadz opcjonalny opis zmiennej.
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Label: Variables 1

¥ Variables

»

Name Expression Unit
a 5[cm] m
40[mm] m
S a*b m?

I

Rys. 3-2 Przyktadowe definicje zmiennych globalnych w COMSOLu.

Variables
Label: Variables

Geometric Entity Selection

Description
Diugosc
Szerokos¢

Pole powierzchni

[i0]

Geometric entity level: | Entire model

on (]
Active
¥ Variables
» ) ) o
Name Expression Unit Description
vmod (vx"2+vy”r2)~0.5 1/s dlugos¢ wektora predkosci
Jx -D¥*cx mol/(m?s) sktadowa x strumienia masy

Rys. 3-3 Przyktadowe definicje zmiennych lokalnych (w ramach komponentu) w COMSOLu.

3.5. State wbudowane (predefiniowane)

W COMSOLu zostaty predefiniowane niektére state fizykochemiczne (Tab. 3-2).

Tab. 3-2 State zdefiniowane w COMSOLu, ich oznaczenie oraz wartosc.

Stata Oznaczenie w COMSOLu Wartosé
Przyspieszenie ziemskie g_const 9.80665 m/s?
Stata Avogadro N_A_const 6.02214076-10% 1/mol
Stata Boltzmanna k_B_const 1.380649-10% J/K

Charakterystyczna impedancja

prézni (impedance of free space) Z0_const

Masa elektronu me_const

376.730313461 Q

9.10938356-103! kg
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tadunek elementarny e_const 1.602176634-10° C
Stata Faradaya F_const 96485.33289 C/mol
Stata struktury subtelnej alpha_const 7.2973525664-10°
Stata grawitacji G_const 6.67408-10'1 m3/(kg-s?)
Objetos¢ 1 mola gazu 3 3
doskonatego (273.15 K, 1 atm) V_m_const 22.413962-10° m*/mol
Masa neutronu mn_const 1.674927471-10% kg
. Iy * *
Magnetyczna przenikalnos$é mu0_const 2*alpha_const*h_const/c_cons

prézni (magnetic constant)

Przenikalno$¢ elektryczna prézni

epsilon0_const

t/e_const/e_const (H/m)

1/mu0_const/c_const/c_const

(F/m)

Stafa Plancka h_const 6.62607015-103% )5
Stata Plancka/2n hbar_const 1.05457180-103% J-s
Masa protonu mp_const 1.672621898-10% kg
Predkos¢ swiatta w prozni c_const 299792458 m/s
Stata Stefana—Boltzmanna sigma_const 5.670367-10% W/(m?2-K?)
Uniwersalna stata gazowa R_const 8.3144598 J/(mol-K)
Stata przesunie¢ Wiena b_const 2.8977729-103 m-K

3.6. Jednostki

Oprogramowanie COMSOL Multiphysics® obstuguje szereg uktadéw jednostek, w tym uktad jednostek
SI, ktory jest domysinym uktadem jednostek. Definiujgc warto$é wielkosci fizycznej podajemy liczbe i
zaraz po niej (bez spacji) jednostke w nawiasach kwadratowych. Na przyktad:

1[s] 1 sekunda

20[mV] 20 miliwoltow
5[mm] 5 milimetréow

Niezaleznie od wybranego uktadu jednostek wyniki obliczen, np. w postaci wykresdw mozesz zawsze
przedstawi¢ uzywajgc wybranej z listy jednostki. Na przykfad, kiedy domyslng jednostka jest czas (s)
wyniki mozesz przedstawi¢ w minutach, godzinach, dniach, latach, ...

Bibliografia

1. COMSOL Learning Center: https://www.comsol.com/support/learning-center

2. COMSOL Documentation: https://www.comsol.com/documentation

3. COMSOL Application Gallery: https://www.comsol.com/models







4. Przyktady do samodzielnej nauki

W tym rozdziale znajdziesz szes$¢ problemow wraz ze szczegétowymi wskazéwkami jak rozwigzaé je w
Srodowisku COMSOL Multuphysics®. Kazdy przyktad zostanie oméwiony w kilku krokach:

e Opis problemu zawiera wprowadzenie do modelu oraz przystepny opis zagadnienia,
ktdre zostanie rozwigzane;

e Sformufowanie problemu zawiera matematyczny opis problemu wraz z warunkami

poczatkowymi i brzegowymi;

e Zadanie okresla niewiadome, zmienne ktére chcemy wyliczy¢ oraz precyzuje w jakiej
formie maja by¢ wyswietlone wyniki;

e Rozwigzanie zawiera instrukcje jak krok po kroku rozwigza¢ problem w srodowisku
COMSOL Multuphysics®;

e Bibliografia zawiera spis pozycji literaturowych przydatnych do samodzielnego
studiowania problemu.

W oparciu o sekcje ,,Rozwigzanie” mozesz indywidualnie przygotowac projekt w srodowisku COMSOL
Multiphysics, a nastepnie rozwigza¢ problemy sformutowane w sekcji ,,Zadania”. Mozesz takze
sprawdzié¢ poprawnos$¢ wykonanego przez siebie projektu pobierajgc gotowy projekt znajdujacy sie na
stronie https://mim.agh.edu.pl/.

4.1. Problem dyfuzji z reakcja

Opis problemu. Uktady rdwnan reakcji z dyfuzjg mogg modelowaé wiele réznych zjawisk fizycznych,
chemicznych lub biologicznych. +taczg one proces transportu dyfuzyjnego z reakcjami
chemicznymi/fizycznymi, ktére powodujg wytwarzanie lub zuzywanie reagentéw i/lub rdznych
rodzajéw energii. Rozwigzania takich réwnan pozwalajg zatem modelowac zmienno$¢ w czasie i
przestrzeni tych wielkosSci. Typowym przyktadem s3 reakcje chemiczne w reaktorach chemicznych. W
takim procesie bedzie zachodzito jednocze$nie dyfuzyjne przemieszczanie sie materii i zmiana jej
stezenia na skutek zachodzgcych reakcji. Oba te czynniki dziatajg na siebie powodujac bogatg i trudng
do przewidzenia dynamike.

Przyktad 1.a) Prostym przyktadem ukfadu fizycznego, ktérego opis prowadzi do rdwnania reakcji z
dyfuzjg jest dyfuzja pojedynczego skfadnika wraz z ubywaniem go na skutek reakcji o kinetyce
pierwszego rzedu, przy czym produkty tej reakcji zaniedbujemy. Dobrg ilustracja moze by¢ dyfuzja
radioaktywnego izotopu w walcowym precie (Rys. 4-1).

c(x,1)

Rys. 4-1 Jednowymiarowy model dyfuzji z reakcjg w pecie o dtugosci L. Szukane jest stezenie c(x, t).
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Z prawa rozpadu promieniotwdérczego wiemy, ze jezeli w danym momencie ilo$¢ izotopu wynosi N, to

w nieduzym okresie At ilos¢ izotopu, ktéry ulegnie rozpadowi jest proporcjonalna do N i At. Mamy wiec
AN =—kNAt, (4.1)

gdzie k to stata szybkosci rozpadu, (s'), AN to ilos¢, ktéra ulegta rozpadowi. Poniewaz
AN =N(t + At)—N(t)<0, wiec po prawej stronie (4.1) musi by¢ znak minus. Jezeli podzielimy obie
strony rownosci (4.1) przez objetos¢ V, to otrzymamy zmiane stezenia (jezeli ilo$¢ N izotopu byta
wyrazona w molach, to bedzie to stezenie molowe c):

M=—kﬂAt = Ac=—kcAt = E=—kc, (4.2)
v % At

co po przejsciu do granicy At — 0 daje szybko$é ubywania izotopu na jednostke czasu i objetosci, czyli
czton reakcyjny:

dc
R(c)—E——kc. (4.3)

Z drugiej strony dziata proces dyfuzyjnego przemieszczania sie czasteczek izotopu, ktéry mozemy
opisa¢ prawem dyfuzji (I prawo Ficka)

J=-D=. (4.4)
X

oc 0)
Z prawa zachowania mamy E=—6—+R(c), gdzie J oraz R(c) dane sg wzorami (4.3) i (4.4), co po
X
wstawieniu daje nastepujgce réwnanie reakcji z dyfuzja

2
%:D%—kc. (4.5)
X

Problem uzupetniamy warunkami brzegowymi. Na przyktad zaktadajac, ze izotop nie opuszcza preta
przyjmiemy, ze na brzegach (lewym i prawym) strumien jest zero J(0, t)=0, J(L, t)=0, czyli
0 0
0% 0,t)=0, -DZ(L,t)=0. (4.6)
ox ox

Ponadto przyjmiemy warunek poczatkowy taki, ze w poblizu lewego korica w chwili zerowej skupiony
byt izotop o statym stezeniu:

1
¢, dla 0<x<4lL,

(4.7)
0 dlajzLl<x<L

¢, (x)=c(x,0) ={

Wykonaj obliczenia dla nastepujgcych danych:

L (cm) [D (cm?/s) | k (dm3/(mol s)) | ¢, (mol/dm?3) | czas (s)

25 2.36E-5 1.6E-6 11 1E6
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Przyktad 1.b) Rozwazamy nastepujacy problem dyfuzji z reakcjg w uktadzie zamknietym:

2
o _ Da—f +R(c), (a)
gt Ox ] (4.8)
C (o}
“o,0=0 Zu =0, b
6x( ) ax( ) (b)

z warunkiem poczatkowy c(x,0) = cpocz(X) dla x € [0,L]. Uzyjemy cztonu reakcyjnego
R(c)=kc(A—c). (4.9)

Model reakcji z dyfuzjg, gdzie czton reakcyjny ma postac (4.9) znany jest w literaturze jako réwnanie
Fishera. W 1937 r. R. Fisher zaproponowat taki model do opisu rozprzestrzeniania sie genu majgcego
przewage. Wida¢ z réwnania (4.9), ze dla matych stezers R ~(KA)c, jest to wyktadniczy wzrost. Ale gdy
stezenia stajg sie wieksze (c — A) pojawia sie ,wysycenie”, bo réznica A—c zaczyna male¢ do zera i
przy c=A mamy R =0. Widac tez, ze dla 0 < ¢ < A czton reakcyjny jest dodatni (R(c)>0), aledla c>A
jest ujemny (R(c)<0). Podsumujmy:

o jezeli 0<c<A, to R(c)>0, to znaczy jest wytwarzanie (produkcja) sktadnika;

e jezelic>A, to R(c)<0, to znaczy jest zuzywanie (konsumpcja) sktadnika.

Moze wiec interpretowac statag A jako maksymalng pojemnos¢ srodowiska. Po jej przekroczeniu
reakcja zuzywa sktadnik (zaczyna go ubywac).

Zadanie. Wykonaj symulacje z warunkiem poczgtkowym typu skok:

Cpoczy, Alax <L/2,
Cpocz (X) = ' (4.10)
P c dlax>1L/2,

pocz,P

dla nastepujacych danych:

L (cm)|D (cm?/s) |k (dm3/(mol-s)) |A (mol/dm?3) | cpoc;1 (MoOl/dM?3) | Cpoczp (Mol/dm?3) | czas (s)

1.2 0.001 0.02 3.5 0.5 4 80

Wyniki przedstaw w formie wykresdéw zaleznosci stezenia od czasu dla wybranych czaséw (s): 00.2 0.5
1 range(2,2,20) 30 40 50 80.
Rozwigzanie:

Najpierw réwnanie (1.97) (a) musimy zapisa¢ w formie akceptowalnej przez COMSOL, tj. réwnania
bilansu sktadnika wraz z odpowiednim réwnaniem konstytutywnym na strumien sktadnika:

@+8_F=R(C)' r:_D@ (4.11)
ot 0ox ox

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.
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o iheER >
Home Definitions Geometry Materials Physics Mesh Study Results Developer

New

on
Blank Model

2. Nastepnie w sekcji Select Space Dimension wybierz geometrie 1D

e heEE >
Home Definitions Geometry Materials Physics Mesh Study Results Developer

Select Space Dimension

l !
| = Y =

i
2D 1D
2D Axisymmetric 20 Axisymmetric 0o

3. W sekcji Select Physics rozwin Sciezke Mathematics > PDE Interfaces, wybierz General Form
PDE i nacisnij przycisk Add. W lewej czesci okna w zaleznosci od potrzeb mozna zmienié nazwe
zmiennej (pole tekstowe Dependent variables), ktéra domyslnie jest oznaczona literg ,u”.

Nastepnie wcisnij przycisk Study.

Select Physics

Search

4 (D Recently Used

V2 Poisson's Equation (poeq)
Au General Form PDE (g)
Au General Form Boundary PDE (gb)
Au Coefficient Form PDE (<)

X AC/DC

) Acoustics

2% Chemical Species Transport

Heat Transfer

Au Mathematics

4 Au PDE Interfaces

Au Coefficient Form PDE (c)
Au General Form PDE (g)
U Wave Form PDE (wahw)

Jés Weak Form PDE (w)
Au Lower Dimensions
£ ODE and DAE Interfaces
@ Optimization and Sensitivity
V2 Classical PDEs
#7 Deformed Mesh
= Wall Distance (wd)

Added physics interfaces:
Au General Form PDE (g)

Review Physics Interface

General Form PDE (g)

Dependent Variables

Field name: u
Number of dependent variables: 1

Dependent variables:

Units
Dependent variable quantity
Dimensionless (1) -
Source term quantity
None v
Unit:
m*-2

4. W sekcji Select Study wybierz opcje Time Dependant i kliknij Done.
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Select Study Time Dependent

2~ Preset Studies The Time Dependent study is used when field variables change over time.
I
b Eigenvalue Examples: In electromagnetics, it is used to compute transient
—_ Stationas fields, including ic wave ion in the
U\ Time Dependent

time domain. In heat transfer, it is used to compute temperature changes
over time. In solid mechanics, it is used to compute the time-varying
deformation and motion of solids subject to transient loads. In acoustics, it
is used to compute the time-varying propagation of pressure waves. In
fluid flow, itis used to compute unsteady flow and pressure fields. In
chemical species transport, it is used to compute chemical composition
over time. In chemical reactions, it is used to compute the reaction kinetics
and the chemical composition of a reacting system.

~# Custom Studies
~% Empty Study

Added study:

[\ Time Dependent
Added physics interfaces:

Au General Form PDE (g)

Q Physics

B Q Can(e\

5. Po wykonaniu poprzednich krokdw otwiera sie okno projektu zdefiniowanego przez wybory
dokonane w ramach Model Wizard. Wprowadz parametry modelu (dane), ktére beda
wykorzystywane w tym projekcie. W tym celu kliknij prawym przyciskiem myszy Global
Definitions, znajdujgcym sie w lewej czesci ekranu i wybierz z listy Parameters.

Graphics ~ Convergence Plot 1

RAReE - E-—x seal ~SEH° @8

6. W oknie Settings pojawi sie tabela w ktérej mozemy wprowadzi¢ nazwy parametréw modelu
podanych w tresci zadania (kolumna Name) oraz ich wartosci (kolumna Expression). Wartosci

w kolumnie Value sg generowane automatycznie. Wprowadz parametry tak jak na ponizszej
grafice.
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~ % Graphics  Convergence Plot 1
Qa@e@ Lv B-——N\ ==aN ~EEE> a8

v Parameters

" Nome  Expression Volue Dbscription

4 Step 1: Time Dependent
Results

7. Utworz geometrie. W tym celu kliknij prawym przyciskiem myszy na Geometry 1 i z listy
wybierz Interval.

Graphics  Convergence Plot 1

aa@ ¢l L A——X| ==8F ~AEE° a8

- S mm -

4 %8 Untitiedmph (ro0t)

Labek Geometry 1 B

ST

[] Scale values when changing units

] Automatic rebuild

8. Nasza geometria ztozona jest z dwdch odcinkdw: [0, I/2] oraz [I/2, I]. Aby je doda¢ do geometrii
w sekcji Interval zmien Number of intervals z One na Many. Jako Points podaj: 0, 1/2, 1. W celu
sfinalizowania zadanej geometrii kliknij przycisk Build Selected.

t ~® Graphics Convergence Plot 1
N QAaQelE L B——N ==GBF ~EAEE0> a@
8 Build Al Objects =y

Labek: Interval 1 5]

~ Interval

~ Selections of Resultng Entities

Contrbute to: | None <] [ New

[] Resulting objects

Showin physics: [ Domain selection

L Step 1: Time Dependent
esults

&r

9. Wprowadz rownania podane w tresci zadania, ktdre chcemy rozwigza¢. W tym celu lewym
przyciskiem myszy kliknij wezet General Form PDE 1. W oknie Settings wprowadZ wartosci
odpowiednich parametréow tak, aby wbudowane w COMSOL réwnanie przeksztatci¢ w
rownanie podane w tresci zadania. W polu Damping or Mass Coefficient pozostaw domysing
wartosé 1, poniewaz taki wspétczynnik wystepuje w réwnaniu (4.11) przy pierwszej pochodnej
po czasie. W polu Mass Coefficient pozostaw wartosc 0, poniewaz nasze réwnanie nie zawiera
drugiej pochodnej po czasie. W polu Conservative Flux wprowadz wyrazenie -D*cx, ktére
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oznacza iloczyn wspodtczynnika dyfuzji i pierwszej pochodnej czastkowej ze stezenia po
potozeniu. W polu Source Term nalezy wprowadzi¢ wyrazenie: k*¥c*(A - c¢). Powinno by¢
zaznaczone na z6tto, poniewaz w projekcie nie zgadzajg sie jednostki. Mozemy to zignorowadé
gdyz $wiadomie nie uzywamy jednostek w tym projekcie.

~ % Graphics Convergence Plot 1

eaa@&@ L~ B ~BEE> o=

Label:  General Form PDE 1 (=]
~ Domain Selection

Selection: [ All domains

i ¢

Override and Contribution

Equation

& View
4 5t ~ Conservative Flux
4 Step 1: Time Dependent

B Results r /m
~ Source Term
i e
~ Damping or Mass Coeffcie
dy 1 s/

~ Mass Coefficient

& 0

10.

Wprowadzenie warunkéw brzegowych. Program automatycznie zaktada zerowe wartosci
sktadowej normalnej strumienia na brzegu (punkty 1 i 3), co mozna sprawdzi¢ klikajac wezet
Zero Flux 1. Warunki brzegowe w tresci zadania odpowiadajg jednorodnym warunkom
brzegowym Neumanna, ktore sg domysinymi warunkami brzegowymi w COMSOLu.

Graphics ~ Convergence Plot 1

Qa@@ | L~ 8 ~EAEE° @8

Lobek: Zero Flux 1 B
~ Boundary Selection

Selection: [_Allboundarie

:

Active

Override and Contribution

A ~ Equation
47 study 1

Show cuntionsuming =
@ e g Sy T g >

®

11. Wprowadzamy warunki poczgtkowe. COMSOL automatycznie zaktada zerowe warunki
poczgtkowe w obu domenach (odcinkach). Mozemy to sprawdzi¢ klikajac na Initial Values 1.

~ % Graphics Convergence Plot 1

Qa®el - (SRR ~BEE> ad
Labe il Vaues 1 )
~ Domain Selection
Selection: [_Alldomain
1 .
2 ®
mPDE1
A Mesn1
4 Sty
/\. Step 1: Time Dependent f
@ reis
s
T y T T y T T y T y T
b o1 (%3 (5} e s (X3 3 oe (7} T
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12. Aby zada¢ warunki poczatkowe typu schodkowego, prawym przyciskiem myszy kliknij General

Form PDE i z listy wybierz Initial Value, w wyniku czego utworzy sie nowy wezet Initial Values 2.
Aby zdefiniowa¢ warunki poczatkowe dla odpowiedniego przedziatu nalezy wybra¢ wtasciwy
element geometrii klikajgc go w oknie Graphics. Wybor ten jest mozliwy jezeli w sekcji Domain
Selection, przycisk Active jest zaznaczony na niebiesko. Nastepnie w oknie Initial Value for ¢
wprowadz 4. Wré¢ do wezta Initial Values 1 i wprowadz wartosé 0.5.

Builde tir ~®  Graphics Convergence Plot 1

Qaa@# |- BN ==& ~sEBEE°> a8
B o

Override and Contribution

~ Initial Values

13. Po zdefiniowaniu problemu do rozwigzania w COMSOLu, tj. 1) zdefiniowaniu fizyki

(wprowadzeniu réwnan), 2) zadaniu warunkdw brzegowych oraz poczatkowych,
przystepujemy do rozwigzania numerycznego problemu. W pierwszym kroku utworz siatke
(Mesh) konieczng do wykonania obliczen. Kliknij wezet Mesh 1. W sekcji Mesh Settings
wystepujg wielkosci elementéw (Element Size) w zakresie od Extremely Fine do Extremely
Coarse. Wybrana wielko$¢ elementéw ma wptyw na doktadnos¢ rozwigzania oraz czas
obliczed. Im mniejsza wielkos¢ elementdéw, tym doktadniejsze obliczenia mozna uzyskaé,
jednak wigze sie to z dtuzszym czasem obliczen. Wybierz rozmiar Extra Fine.

Builder S ~ % Graphics Convergence Plot 1

aa@ @@ L~ BN ==8§ ~EAEE° a8

 Build Al

Label: Mesh1

14. Okreslenie koncowego czasu symulacji oraz poszczegélnych czaséw dla ktorych program

zachowa wyniki obliczen. Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszy polega na okresleniu
poczatku, kroku czasowego oraz korica obliczen. W tym celu nalezy nacisngé¢ na ikone w sekcji
Study Settings (ikona zaznaczona na czerwono). W oknie Range mozemy wprowadzié¢ czas
poczatkowy obliczen, krok i czas koAcowy. Wciskajgc przycisk Replace, mozemy zamienic
domysine wartosci za pomocg wprowadzonych w tabeli. W analogiczny sposéb mozemy dodac¢
inny zakres czasow, ale tym razem nalezy wcisng¢ przycisk Add. Drugi sposdb zadawania
czasOw obliczen polega na bezposrednim wprowadzeniu odpowiednich czaséw w polu Times.
Wprowadzone czasy nalezy oddzieli¢ przecinkami lub spacjami.
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(12 step 1: Time Dependent

<% GraphicsConvergence Plot 1
Qaa@e @ L~ B-X ==E§ ~EAEE> a8
Labet: Time Dependent 5l
v Study Settings  farge 2
Tmeunt: (2 p— g
nge0811) = 5 8
Toerance: [ Physicscontoled | Star 5
0
Results While Sohing
St
~ Physics and Variables Sele{ |
E =
'
GenerlForm POE(g) | Funciontospply to s vales: =
Non
Values of Dependent vari
e Replace [ Add | [ Cancel
Study Extensions
3 o1 b2 o3 b.a s e 0.7 e 0o

~ % Graphics _Convergence Plot 1

L

Qaqéal

N R cEBEES a8

Label: Time Dependent

[]

v Study Settings

Results While Solving

~ Physics and Variables Selection
] Modify physics tree and variables for study step.

Physi e Solve for Discretization

General Form PDE (g) ~ Physics settings
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16. Po wykonaniu obliczen w oknie Graphics zostang automatycznie wyswietlone krzywe

ilustrujgce obliczone rozktady stezenia dla zadanych czaséw.
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os
Showgid
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17. Aby dodac legende, pokazujacg czasy odpowiadajgce poszczegdlnym kolorom na wykresie, w

wezle Results rozwin wezet 1D Plot Group 1 i wybierz Line Graph 1. Nastepnie w sekcji Legends

zaznacz Show Legend i kliknij Plot.
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4.2. Problem dyfuzji wzajemnej — model Darkena

Opis problemu. W uproszczonym ujeciu dyfuzja definiowana jest jako ruch masy spowodowany
gradientem stezenia. Strumien j-tego sktadnika (J;) jest skierowany w kierunku zgodnym ze spadkiem
stezenia ¢; tego sktadnika. Jest to pierwsze prawo Ficka (tu w jednym wymiarze)

J,=-D,—~. (4.12)
ox
Bardziej zaawansowane rozwazania prowadzg jednak do wniosku, ze strumien ten powinien by¢
proporcjonalny do gradientu potencjatu chemicznego i tego sktadnika

; —%. (4.13)

ox
Jest to zwigzane z tym, ze strumien materii skierowany w taki sposdb prowadzi do obnizenia energii
swobodnej Gibbsa co, jak wiemy z termodynamiki, jest warunkiem na samorzutnos¢ zachodzenia
procesu. Oznacza to w szczegdlnosci, ze w pewnych sytuacjach mozemy sie spodziewac strumienia
dyfuzyjnego, ktéry niekoniecznie bedzie zgodny ze spadkiem stezenia wybranego sktadnika. Zjawisko
takie zostato opisane teoretycznie i potwierdzone doswiadczalnie w ciele statym po raz pierwszy przez
L.S. Darkena. W 1948 r. opublikowat on prace pt. ,Diffusion of Carbon in Austenite with a
Discontinuity” (Trans. AIME 150, (1948), pp. 157—169) dotyczacy dyfuzji w stali z dodatkiem krzemu
(uktad Fe-Si-C). W tym przypadku poszczegdlne atomy moga lokalnie dyfundowa¢ w kierunku
przeciwnym do gradientu stezenia (ang. up-hill diffusion). Darken przygotowat walcowe prébki stali
(wysokos¢ x srednica: 6,35 x 1,27 cm) o podobnych stezeniach wegla, ale réznych stezeniach krzemu,
ktére potem byly tagczone podstawami (zespawane elektrycznie). Otrzymane pary dyfuzyjne byty
wygrzewane w temperaturze 1050 °C przez 13—14 dni. Krzem bardzo istotnie wptywa na aktywnosc
wegla w stali austenitycznej co umozliwito zaobserwowanie zwiekszenia sie stezenie wegla po jednej
stronie ztgcza i zmniejszenie po drugiej mimo, ze poczatkowe byto praktycznie state.

Wykres (Rys. 4-2) ilustruje jeden z otrzymanych przez Darkena rozktaddw stezenia wegla. Poczatkowy
rozktad wegla jest prawie staty (0,48 i 0,45 %), ale rozktad krzemu jest istotnie rézny (3,80 i 0,05 %).
Koncowa dystrybucja wegla (czerwone kétka) jest wynikiem dyfuzji pod gore. Strzatkami zaznaczono
koricowe stezenia procentowe wegla w poblizu ztgcza.
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Rys. 4-2 Rozktad stezenia wegla w parze dyfuzyjnej (na podstawie: L.S. Darken, Trans. AIME 150, 1948).

Sformutowanie problemu. Petny opis wg modelu Darkena wymaga znajomosci termodynamicznych
wiasnosci uktadu Fe-Si-C. Chodzi przede wszystkim o wspotczynniki aktywnosci wegla w tym uktadzie
w zaleznosci od sktadu. Mozna jednak zaobserwowaé zjawisko dyfuzji pod gére w uproszczonym
modelu, gdzie wprowadzamy tzw. predkos¢ unoszenia (dryftu) v (zwigzana z efektem Kirkendalla).
Wtedy wyrazenia na strumien przyjma postac

3=-0% tco. (4.14)
ox
Sktadniki podlegajg prawu zachowania (bez reakcji)
oc, 0),
+_

Li %o, i=1,2,3. (4.15)
ot 0Ox

Mamy teraz dodatkowa niewiadomg v, dlatego potrzebne jest jeszcze jedno niezalezne réwnanie
oprécz prawa zachowania. Z analizy efektu Kirkendalla wynika, ze mozna przyja¢ jedno z dwdch
ponizszych zatozen (rozwazamy uktad tréjsktadnikowy):

c,+c,+c;=c=const lub J +J,+J),=0. (4.16)
W celu wyznaczenia wartosci v dodajmy stronami réwnania (4.15):

dle,+¢,+¢) U, +1,+),)
ot ox

(4.17)

Z warunku c, +¢, +¢, =c=const, lewa strona réwnania jest pochodng ze statej, wiec wynosi zero. W

konsekwencji, pochodna po potozeniu z sumy strumieni jest réwna zero, czyli suma strumieni nie jest
funkcja potozenia. Oznaczmy jg jako k(t):

0 0 ac
k(t)=1,+1, +), =—D, S 4+ c.o-D, Z2 + c,o—D, T2 + ¢ (4.18)
ox ox ox
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W uktadzie zamknietym strumienie na brzegu sg réwne zero, wiec k(t)=0. Z réwnania (4.18)
wyznaczamy predkos¢ unoszenia:

1, oc oc oc
v==(D,—*+D,—2+D,—% 4.19
c( ' ox 2 ox : BX) ( )

Mamy zatem dyfuzje trzech sktadnikéw ze strumieniami danymi wzorem (4.14) oraz predkoscia
unoszenia wzorem (4.19).

Warunki poczatkowe:

1 —-d<x<0,
¢ (x,0)=

0 0<x<d,
0 —-d<x<0,
k0=, o ey

¢ (x,0)=0.5 —d<x<d.
Warunki brzegowe:
J(xd,t)=0, i=1,2,3.

Zadanie. Wykonaj symulacje dla nastepujacych danych liczbowych: d = 1-103, D;=1-10°, D,=5-107,
D3=2-107.

Rozwiazanie:

Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.

W sekcji Select Space Dimensions wybierz geometrie 1D.

W Select Physics wybierz interfejs General Form PDE i kliknij Add. Zmien liczbe zmiennych
poprzez wpisanie liczby 3 w polu tekstowym Number of dependent variables. Wprowadz nazwy
zmiennych cl1, c2 i c3.

Select Physics Review Physics Interface

Search General | Form PDE (g)

Dependent Variables

FOE ((g) ) Field name:
ion (poeq)
Boundary PDE (gb) Number of dependent variables

nt Form PDE (c) Dependent variables: cl

) Acoustics
2% Chemical Species Transport
Heat Transfer
Au Mathematics

Added physics interfaces:

Au General Form PDE (g)

4. W sekcji Select Study wybierz opcje Time Dependent i zatwierdz przyciskiem Done.
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Select Study Time Dependent

A T The Time Dependent study is used when field variables change overtime.
i Eigenvalue Examples: In electromagnetics, it is used to compute transient
tationa| fields, including ic wave ion in the
time domain. In heat transfe, it s used to compute temperature changes

~% Custom Studies over time. I solid mechanics, it is used to compute the time-varying

~% Empty Study deformation and motion of solids subject to transient loads. In acoustics, it
is used to compute the time-varying propagation of pressure waves. In
fluid flow, it is used to compute unsteady flow and pressure fields. In
chemical species transport, it s used to compute chemical composition
overtime, In chemical reactions, it s used to compute the reaction kinetics
and the chemical composition of a reacting system.

Added study:

[\ Time Dependent
Added physics interfaces:

Au General Form PDE (g)

° Physics

Hep € Came\

5. Wprowadz parametry modelu. W tym celu kliknij prawym przyciskiem myszy Global
Definitions, znajdujacym sie w lewej czesci ekranu i z listy wybierz Parameters. Wprowadz
parametry: d, D1, D2 oraz D3 o wartosciach jak na ponizszej grafice:

~% Grap
tting

BN RN ~EEE° a8

~  Parameters

o
" Name_Expression aluc. Description
d 1e3 0001
o1 1es 189
02 SE9 SE9
03 29 29
AMesh1
47 Study 1
L2 Step 1: Time Dependent
& Results
t |4
Name:
03
Expression:
209
Description:
T T T T T T T T 1

6. Utwodrz geometrie. W tym celu prawym przyciskiem myszy kliknij wezet Geometry 1 i z listy
wybierz Interval. Zmien liczbe odcinkéw na Many i wprowadz w polu tekstowym Points: -d, 0,
d. ZatwierdZ geometrie przyciskiem Build Selected.
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Setting -

cB——N ==EN ~EBEE> a8

. wzajemne] model_Darkena_P1.mph (roct) (%2 Buitd selected ~] B Build All Objects =

Labek: Intenval 1 =]
v Interval
m
Contributeto: | None New
1 ] Resulting objects selection
AMesh1 Showin physics: [ Domain selection
47 study 1
4 Step 1: Time Dependent
& Results

7. Zdefiniuj zmienne. Kliknij prawym przyciskiem wezet Definitions i wybierz z listy Variables.
Zdefiniuj zmienne c i v uzywajac wyrazen: c1+c2+c3 oraz 1/c*(D1*c1x+D2*c2x+D3*c3x).

Setting: ~ # Graphics
aa@aE| L~ ~EAEE @8
model Darkena_P1.mph (roc)
SLmodel Dakens PLIER (1920 Labet: Varables B o
Geometrc Entity Selection
ity leve: | Entive model
Actve
~ Variables
” Nam Unit__ Descrption
8
1 =]
fuime X107 m
T T T T T T T T T
1 08 06 04 02 o 0.2 ba s be I

8. Zdefiniuj réwnania. Wybierz wezet General Form PDE 1 i w oknie Conservative Flux wprowadz
kolejno wyrazenia: -D1*clx+cl*v, -D2*c2x+c2*v oraz -D3*c3x+c3*v Jako Source Term

wprowadz 0. Inne parametry pozostaw bez zmian.

B ~BEEE> aE
Labet: General Form PDE 1 5 o
~ Domain Selection
@
Override and Contribution
P Equation
4~ Sudy 1 ~ Conservative Flux
JA\. Step 1: Time Dependent
B Resuls m
i
m
0 1/m®
f 0 1/m*
0 1em?
~ Damping or Mass Coefficient
1 s/m* 0 s/m* 0 s/m®
40 1 om0 s
. . o x10% m
° sim? 0 s 1 /i T T T T T T T T T T T
) 08 06 04 02 3 02 0a s s T

9. Wprowadz warunki brzegowe. Program automatycznie przyjmuje zerowe wartosci strumienia
na brzegu (punkty 1 i 3), co mozna sprawdzi¢ klikajac przycisk Zero Flux 1. Wygenerowane
automatycznie warunki sg takie same jak w tresci zadania.
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v EUE - B ~BEE> a8
4 4@ 742 Problem_yfusi wesjemnej_model Derkens_P1.mph roo) e 5
1 .
2 (not spplicabe) )
3
Override and Contribution
~ Equation
x10%m
1 08 06 04 0.2 o 02 04 s () 1

10. Zdefiniuj warunki poczatkowe. Wybierz Initial Values 1 i wprowadz 1 jako wartos¢ poczatkowa
zmiennej c1 oraz 0.5 dla c3.

BN ~@AEE> a8
jerane_ modelDarkena_P1.mph -
N i - a Label: Initial Values 1 =) o
v Domain Selection
idor
]
@
Override and Contribution
~ il Values
1
1
1
s
e
s
x10% m
a T T T T " T T T T T
) 08 05 "o 02 ° P (7} e b T

11. Kliknij prawym przyciskiem General Form PDE 1 iz listy wybierz Initial Values. W oknie Graphics
wybierz drugi odcinek i wprowadz wartos¢ 1 dla zmiennej ¢2 oraz wartosé 0.5 dla ¢3. W ten
sposodb Initial Values 1 definiujg warunki poczatkowe dla pierwszego odcinka, a Initial Values
2 dla drugiego.

BN ==BN ~BEE> a8

Labek: Intial Velues 2 5] )

. wzzjemne] model_Darkena_P1.mph (roct)

~ Domain Selection

Selection: | Manual

2 .
B -

Active [

Override and Contribution

~ Intial Values

I Step 1: Time Dependent

& Results

12. Po zadaniu fizyki i okresleniu warunkéw brzegowych i poczatkowych, musimy utworzy¢ siatke
numeryczng. W tym celu kliknij wezet Mesh 1. Nastepnie w sekcji Mesh Settings wybierz Finer
jako Element size i zatwierdz przyciskiem Build All.
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e o Dk, v (o)

o
Labet: Mesh 1 B

e BN ==& ~EBEE° a8

~ Mesh Setings

Sequence type:

4 Step 1: Time Dependent

13. Zdefiniuj czas symulacji oraz czasy dla ktdérych zostang zapisane wyniki. W oknie Times
wprowadz: 0, 200, 600, 1000 i uruchom symulacje przyciskiem Compute.

~ *#| Graphics
QaQ@& @ L B ==Ky ~«BAEE> a8

_model Darkena_PL.mph (r00t)

o
Labek:  Time Dependent (5]

~ Study Settings.

Results While Solving

~ Physics and Variables Selection
] Moty physics teeand variabesfor sty sep
" Physics interface Solvefor Discretization

Genea Form POE () 1

Values of Dependent Variables

Mesh Selection

Study Extensions

14. Po wykonaniu obliczen w oknie Graphics zostang wyswietlone krzywe ilustrujgce rozktad
stezenia sktadnika 1 dla zadanych czasow. Dodaj legende do wykresu. W sekcji Results rozwin
1D Plot Group 1 i kliknij na wezet Line Graph 1. Nastepnie w sekcji Legends zaznacz opcje Show
Legend, wprowadz Prefix c1_ i nacisnij przycisk Plot.

Setting ~ % Graphics Convergence Plot 1

2 Qaaq@l WED as
jemne; model Darkena PL.mph (roct) (G PIot)
model el @ Line Graph: Dependent variable c1 (1) @
Label: Line Graph 1 B
N
v Data 1 / — s
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2 B N 07 |
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a 3 |
3 |
Unie 03 |
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Title. o1 “
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Coloring and Style \/
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e m

|| Messages Progress Log Table

COMSOL Mut

15. Aby pokazaé stezenia trzech sktadnikdw na jednym wykresie, kliknij prawym przyciskiem myszy
wezet 1D Plot Group 1z listy wybierz Line Graph. W nowo utworzonym Line Graph 2, w oknie
Selection wybierz All Domains. Jako y-Axis Data Expression wprowadz c2, a jako x-Axis Data

wybierz Expression i wprowadz X. w sekcji Legends zaznacz opcje Show Legend, wprowadz
Prefix €2_ i nacisnij przycisk Plot.
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4.3. Problem dyfuzji wzajemnej - model Onsagera

Wprowadzenie. Teoria sformutowana przez Larsa Onsagera w latach 30. XX wieku, stanowi jeden z
fundamentdéw wspodtczesnej termodynamiki proceséw nieréwnowagowych. Za swojg prace dotyczgca
proceséw nierdbwnowagowych, a zwitaszcza za odkrycie tzw. relacji przemiennosci Onsagera otrzymat
on Nagrode Nobla w dziedzinie chemii w 1968 roku. Teoria ta odnosi sie do proceséw transportowych,
takich jak przewodnictwo cieplne, dyfuzja materii czy przeptyw elektryczny, ktére zachodzg w uktadach
znajdujacych sie blisko réwnowagi termodynamicznej. Gtéwne zatozenie polega na tym, ze w takich
uktadach strumienie wielkosci fizycznych s3 liniowo zalezne od ,sit” termodynamicznych®. Sity
termodynamiczne to wielkosci, ktére wywotujg procesy transportowe, np. gradient temperatury,
gradient potencjatu chemicznego (gradient stezenia dla uktadéw termodynamicznie idealnych) czy
potencjatu elektrycznego. Strumienie termodynamiczne sg zatem reakcjami uktadu na dziatanie sit
termodynamicznych.

Teorie Onsagera mozna takze wykorzysta¢ do opisu procesu dyfuzji wzajemnej. Strumien dyfuzji
sktadnika i jest ogdlnie kombinacjg liniowg gradientéw potencjatéw chemicznych wszystkich
sktadnikow:

n a}u
J==) L —%, i=1,...,n, 4.20
Z - (4.20)
gdzie n to liczba skfadnikéw, a L; to tzw. wspétczynniki fenomenologiczne. Onsager udowodnit ich
symetrie, L; = L;. Potencjat chemiczny y; i-tego sktadnika mozna wyrazi¢ za pomoca aktywnosci, a;:

4 =1 +RTIna,. (4.21)

Dla roztworéw rozcienczonych, wspétczynnik aktywnosci yi = 1, zatem a;=c. W konsekwencji
strumienie (4.20) przyjmujg postac:
" RTL. Oc,
J==Y —L—L j=1,.,n (4.22)

i=1,
= ¢ Ox

Wyrazenia RTL; /c; w powyzszym wzorze mozna interpretowac uogélnione wspétczynniki dyfuzji D,

Sformutowanie problemu. Rozwazmy problem dyfuzji wzajemnej w ukfadzie tréjsktadnikowym o
stezeniach ¢, c,, ¢,. Strumienie sktadnika 1 i 2 wynosza:

ac, oc, o,

oc,
-D , J,=-D, —*-D,,—2.
2 21 5X 22 aX

J =-D,, — —%

1 11 aX 11 6X
Podczas dyfuzji w cele statym mozemy dla uproszczenia przyjgé, ze catkowita objetosé probki jest stata.
W przypadku uktadu zamknietego prowadzi to do zaleznosci ¢, +c, +c¢, =c,,, =const. Rozwigzywac

zatem bedziemy problem (réwnania bilansu bez reakcji — por. (1.26)):

8 Nie s3 to sity w rozumieniu mechaniki klasycznej. Dlatego w literaturze polskiej uzywa sie czasami okre$lenia
bodzce termodynamiczne.
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oc, 0 oc, oc,
— = | Pu—m"Du—7")
ot ox ox ox
oc, 0 oc oc
—2-_—~|-p —-p 2|, 4.23
ot ax( Tox % axj (4.23)
€, +C,+C;=Cp,-
z warunkami poczatkowymi:

5 0<x<l/2,
¢ (x,0)=

9.5 1/2<x<l,

0<x<l/2,

(x,0) X
¢ (x,0)=
2 19 1/2<x<l,

i brzegowymi:

oc;

% 0,t)=0, Lirt)=0, i=1,23.
ox X

Zadanie. Wykonaj symulacje dla nastepujgcych danych liczbowych:

D11 = 2210 ¢cm?/s; D1, = 7.6-101 cm?/s; D1 = 7.8-1071 cm?/s; D2, = 12.6:101 cm?/s, €10:=100

Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.
W sekgcji Select Space Dimensions wybierz geometrie 1D.
W Select Physics wybierz interfejs General Form PDE i kliknij Add. Zmien liczbe zmiennych
poprzez wpisanie 2 w polu tekstowym Number of dependent variables. Wprowadz nazwy
zmiennych cli c2.

Select Physics

Search

4 () Recently Used
AAu General Form PDE (g)

72 Poisson's Equation (poeq)
Au General Form Boundary PDE (gb)
Au Coefficient Form PDE (c)
X AC/DC
) Acoustics
#23 Chemical Species Transport
Heat Transfer
4 Au Mathematics
4 Au PDE Interfaces
Au Coefficient Form PDE (c)
Au General Form PDE (g)
Au Wave Form PDE (wahw)
Jds Weak Form PDE (w)
Au Lower Dimensions
£ ODE and DAE Interfaces
@ Optimization and Sensitivity
¥2 Classical PDEs
7 Deformed Mesh
= Wall Distance (wd)

Added physics interfaces:
Au General Form PDE (g)

Review Physics Interface

General Form PDE (g)

Dependent Variables

Field name: u
Number of dependent variables: 2

Dependent variables: I3l

Units
Dependent variable quantity
Dimensionless (1) -
Source term quantity
None v
Unit:

m*-2

4. W sekcji Select Study wybierz opcje Time Dependent i zatwierdz przyciskiem Done.

5. Wprowadz parametry modelu. Kliknij prawym przyciskiem Global Definitions i z listy wybierz

Parameters. Wprowadz do tabeli dane zgodnie z ponizszg grafika:
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~ % Graphics Convergence Plot 1

Qafel L B——\ ==68§ ~EEE> a8

v Parameters

Name:

Expression:
lum)

Description:

6. Wykonaj geometrie. W tym celu prawym przyciskiem myszy kliknijmy wezet Geometry 1 iz
listy wybierz Interval. Zmien liczbe odcinkéw na Many i wprowadz w polu Points: 0, 1/2, 1.
Zatwierdz geometrie przyciskiem Build All.

~®  Graphics Convergence Plot 1

e QaRe@E L B——N\ #*=8BF ~EEE> a8
(& Build Selected ) B Build All Objects 5
Lobet: Intenal =
~ Interval
m |k
New
10 m
T T T T T T T T T T T
3 (3 b2 ) 7 bs e %3 bs %) T

7. Zdefiniuj rdwnania. Wybierz wezet General Form PDE 1 i w oknie Conservative Flux wprowadz
wyrazenia: -D11*c1x-D12*c2x oraz -D21%*c1x - D22*c2x. Jako Source Term wprowadz 0 (brak
reakcji). Inne parametry pozostaw bez zmian.

~ % Graphics Convergence Plot 1
QR ¢l L —B—-X ~EAEE> a8

Lebek: General Form PDE 1 B o

Sett

~ Domain Selection

Selection: [ All domar

2 ol

Active

Override and Contribution

Equation

L Step 1: Time Dependent ~ Conservative Flux
Results

1/m
I
1Vm

~ Source Term

0 1m?
f 5

0 1m?
~ Damping or Mass Coefficient

1 s/mt 0 s/m?
ds 3

0 st 1 s/m?
~ Mass Coefficient

o S/t 0 sim? x10¢m

) s 0 St o 1 2 o3 4 os e 07 s o I

&

8. Wprowadz warunki brzegowe. COMSOL automatycznie przyjmuje zerowe wartosci strumienia
na brzegu (punkty 1 i 3), co mozna sprawdzi¢ klikajac przycisk Zero Flux 1. Wygenerowane
domysine warunki tym z tresci zadania.
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Settings % GraphicsComvergence plot 1
Qaamed L~ Bx ~BEE> @8
5] )
&
Override and Contribution
~ Equation
G
&
1A Step 1: Time Dependent
& Results

x10% m

1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

9. Zdefiniuj warunki poczagtkowe. Wybierz Initial Values 1 i wprowadz 5 jako poczgtkowg wartosé¢

zmiennej c1 oraz 8 dla zmiennej c2.

ettin ~*®  Graphics Convergence Plot 1

Qa@ @@ L~ 8- ~EAEE> a8
Labek:  Initial Values 1 =] o
~ Domain Selection
Aildomains
Override and Contribution
~ il values
i
'
s
e
x10¢ m
o 0.1 0.2 03 0.4 s 0.6 07 08 0.9 3

10. Kliknij prawym przyciskiem General Form PDE 1 iz listy wybierz Initial Values. W oknie Graphics
wybierz drugi odcinek i wprowadz 8.5 jako poczatkowg wartos¢ zmiennej c1 oraz 19 dla
zmiennej c2. W ten sposéb Initial Values 1 definiujg warunki poczatkowe dla pierwszego
odcinka, a Initial Values 2 dla drugiego.

~ % Graphics Convergence Plot 1

QRAeE L- —B-N ==&F ~OED° @8

Labet:  Initial Values 2 B o
~ Domain Selection
| Manual
B -
B ¥
Override and Contribution
~ Initial Values
3 C )
1
s
s
x10%m
T T T T T T T T T T T
o o1 0.2 %) o4 s o 0.7 s (X 1

11. Utwdrz siatke numeryczng. W tym celu kliknij przycisk Mesh 1. Nastepnie w sekcji Mesh
Settings wybierz Finer jako Element size i wygeneruj siatke klikajgc Build All.



Rozdziat 4.3 Problem dyfuzji wzajemnej - model Onsagera

61

Setting ~ % Graphics

Qe L~

Convergence Plot 1

=]

e g

~EAEE> a8

Labet: Mesh 1
~ Mesh Settings

Sequence type:

Physics-controlled mesh

12.

Zdefiniuj czas symulacji oraz czasy dla ktérych majg by¢ zapisane wyniki

wprowadz: 0, 1, 10, 100, 1000 i uruchom symulacje przyciskiem Compute.

Graphics ~ Convergence Plot 1

aa@ed - —B

N w8

~EAEE> a8

. W oknie Times

Labet: Time Dependent

~ Study Settings

Results While Solving
~ Physics and Variables Selection

Modify physics tree and variables for study step.

Solvefor Discretization

Genera Form PO (g) & [ Physicssetings

Values of Dependent Variables

Mesh Selection
8 Study Extensions
1D Plot Group 1

Export

5 Reports

13.

Dodaj legende do wykresu. W sekcji Results rozwin 1D Plot Group 1 i kliknij Line Graph 1. W

sekcji Legends zaznacz opcje Show Legend. Poniewaz celem zadania jest zaprezentowanie

rozktadu stezen dla wszystkich sktadnikow na jednym wykresie, zmodyfikujmy legende. W

oknie Prefix wprowadz c1_ i zatwierdz przyciskiem Plot.

ett v Graphics Convergence Plot 1

s eaq@ WEND a8
() Line Graph: Dependent variable c1 (1) o
Lobel: Line Graph 1 5]
° e 84 7 —aos
82 / —als
Dataset: | From parent Bl / e
. / —al0s
Selection / 11005
78 / — 110008
Selction: | Alldomains /
76 /
w1 |
2 B K 7.4 /
Active B |z ,, |
& I /
s 7 /
§ /
~ yAvis Data CEAL AN ]
a s /
H /
Unit: 62 /
[ 5 /
Description: 58| /
t 56 /
Title i /
xohis Data
52 /
Coloring and style
< Legends o 01 02 03 0.4 05 o 08 09 10°
xcoordinate ()
Legends: | Automatic )| Messages Progress Log Table

\

Suffix

jon time {Study 1:05.

14. Aby dodac¢ wykres dla sktadnika 2 kliknij prawym przyciskiem myszy wezet 1D Plot Group 1iz

listy wybierz Line Graph. W utworzonym Line Graph 2, w oknie Selection wybierz All Domains.

Jako y-Axis Data Expression wprowadz c2, a jako x-Axis Data wybierz Expression i wprowadz x.

Podobnie jak w przypadku sktadnika 1 dodaj legende z prefiksem c2_. Wyswietl nowy wykres

klikajac Plot.
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Settings <% Graphics Convergence Plot 1
eaq@ WED a@
pe Line Graph: Dependent variable c1 (1) Line Graph: Dependent variable c2 (1) L
Selection jomains
- 19,
e —aos
ek 18 aas
B -
& —aos
# 17,
€100
i — 110008
o 20s
e % o —es
— 2108
14 — 21005
i — 220005
12
n
Tite
~ xhis Data E T 2
. s
s
7
Unie
= s
] Descipton: L A
dinate 3 o1 02 03 04 05 07 08 09 10
xcoordinate (m)
Coloring and style
~ Legends
Legends: | Automatic
e
Suffc

15. W ostatnim etapie dodaj wykres dla sktadnika 3. Prawym przyciskiem myszy kliknij 1D Plot
Group 1 iz listy wybierz Line Graph. W utworzonym Line Graph 3, w oknie Selection wybierz
All Domains. W polu y-Axis Data Expression wprowadZ wyrazenie 100-c1-c2, a w polu x-Axis
Data wybierz Expression i wprowadz x. Analogicznie jak w przypadku sktadnikéw 1 i 2 dodaj
legende z prefiksem c3_. Wyswietl wykres klikajgc Plot.

Bibliografia

Settings ~ % Graphics Convergence Plot 1

aafE | WE

0O a&

Line Graph: Dependent variable c1 (1) Line Graph: Dependent variable c2 (1) Line Graph: 100-c1-2 (1)

&P 4

Title

R

—aos
—als
—aos
€1100s
— 110005
205
—c21s
— 2105
2100
— 210005
305
—als
€310
— 31005
— 310005

Coloring and style
~ Legends

7] Show legends)

Legends: | Automatic

Suffic

05
x-coordinate (m)

1. Martin Eden Glicksman, Diffusion in Solids: Field Theory, Solid-State Principles, and
Applications, Wiley-Interscience, 1999.
2. J.S.Kirkaldy, D.J. Young, Diffusion in the Condensed State,. Institute of Metals, London, 1987.
S.R. de Groot, P. Mazur, Non-equilibrium thermodynamics, North-Holland, Amsterdam, 1962.




4.4. Problem transportu ciepta w precie

Wprowadzenie. Modelowanie proceséw transportu ciepta odgrywa kluczowg role w inzynierii, fizyce i
naukach przyrodniczych, umozliwiajgc zrozumienie i optymalizacje wymiany energii w réznorodnych
systemach. Transport ciepta obejmuje przewodzenie, konwekcje i promieniowanie, a jego analiza ma
zastosowanie w takich dziedzinach jak przemyst energetyczny, projektowanie budynkéw, inzynieria
materiatowa i technologie medyczne. Na przyktad w energetyce modelowanie transportu ciepfa
pomaga w optymalizacji wydajnosci wymiennikéw ciepta i reaktoréw jadrowych. W budownictwie
pozwala na projektowanie izolacji termicznej oraz systeméw HVAC (ang. heating, ventilation, air
conditioning), co wptywa na efektywnos¢ energetyczng budynkédw. Z kolei w biomedycynie
modelowanie przewodzenia ciepta jest wykorzystywane w planowaniu terapii termicznych, takich jak
hipertermia onkologiczna.

Rozwazmy pret o promieniu r i dtugosci d >> r (Rys. 4-3). W COMSOLu nie ma zadnego problemu, aby
wyznaczy¢ rozktad temperatury przy rdznych warunkach brzegowych w catej objetosci preta jako
funkcje T(x,y, z t), ale dla ilustracji mozliwych uproszczen rozwazymy sytuacje gdzie pomijamy
zmienno$¢ temperatury w kazdym poprzecznym przekroju. Przyjmujemy, ze powierzchnia boczna
preta nie jest zaizolowana (ciepto przez nig przenika) i strumien ciepta przez nig spetnia prawo
stygniecia Newtona:

n-J,=h-(T-T,), (4.24)

q

gdzie h, to przenikalnosé cieplna powierzchni bocznej preta, a T,: to temperatura otoczenia.

Ax ciepto przez pow. boczna

F

! !
Jox,t) PV Y Jgberaxt) r
1 1
Vo
\\‘I \\‘l
: —t : .
0 X  x+tAx d

Rys. 4-3 Transport ciepta w precie o dtugosci d i promieniu r, w ktérym ciepto moze przenikac przez powierzchnie
boczna.

Bilans energii cieplnej dla matego walca pomiedzy x a x+Ax w krdtkim przedziale czasu [t, t+At] moze
by¢ zapisany nastepujgco:

(zr’Ax)pc,, (T(x,t + At) = T(x,t))

~ 2 2 (4.25)
~J (x,O)rr At —J, (x + Ax,t)zr At —h (T(x,t) —T,.)27r AxAt,

gdzie pjest gestoscig materiatu, z ktdrego jest wykonany pret. Rdwnos¢ (4.25) wynika stad, ze objetos¢
matego walca wynosi nr’Ax (podstawa x wysoko$¢), zatem jego masa jest réwna (nr’Ax)p. Ponadto

catkowita ilos¢ ciepta przechodzacego przez przekrdj poprzeczny dla x wynosi Jq (x,t);zrzAt, a dla x+Ax
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wynosi Jq(x+Ax,t)7rr2At. Jednoczesnie energia cieplna zgromadzona w tym matym walcu moze

przenika¢ przez jego boczng Scianke, ktdrej powierzchnia to (obwdd okregu o promieniu r) x
(wysokos¢), czyli 2mrAx. Mnozac pole powierzchni bocznej przez strumien otrzymujemy ostatni
sktadnik bilansu po prawej stronie. Dzielimy obie strony bilansu (4.25) przez AxAt co daje

AT jq(X+AX,t)—Jq(X,t)

2 2
repe. — &8 — wr-—h (T=T )2xr.
p”At Ax q( )

Przechodzimy do granicy At — 0, Ax — 0 oraz dzielimy obie strony przez zr’ otrzymujac

aT al,  2h,
c — = ——%L _ _4(T-T). 4.26
Pl ot ox r (T=T.) (4.26)

Zauwazmy, Ze na powyzisze rownanie mozemy patrzec¢ jak na bilans energii (w jednym wymiarze) z

dodatkowym cztonem reakcyjnym R =— (2h, /r)(T-T,).

W przypadku gdy rozktad temperatury jest stacjonarny (0T/0t = 0), a strumien ciepta spetnia prawo
Fouriera (J; = —kVT), to réwnanie (4.26) przechodzi w réwnanie

2h
i(kﬂj - ot (4.27)
ox\ Ox r

gdzie k jest wspodtczynnikiem przewodnosci cieplnej materiatu (W/(m-K)), z ktérego wykonany jest pret.

Sformutowanie problemu. Rozwazmy problem transportu ciepta w precie opisany réwnaniem (4.27).
W projekcie przyjmiemy, ze materiat jest niejednorodny i przewodnosé cieplna k zalezy liniowo od
potozenia

k=ky,(1+x/d). (4.28)

Z lewej strony pret jest w kontakcie ze zbiornikiem ciepta o statej temperaturze T;, co opisuje warunek
brzegowy Dirichleta (Rys. 4-4)

T(0)=T, (4.29)

a prawy brzeg preta jest izolowany, co wyraza warunek brzegowy Neumanna

—kﬂ(d) =0. (4.30)
ox

warunek brzeg. T=T, [warunek brzeg. n-(-kVT) = O]

Rys. 4-4 Schematyczny rysunek przedstawiajgcy geometrie dla modelu 1D transportu ciepta.

Temperatura poczatkowa w catym precie jest stata i wynosi
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T(x,0)=T,. (4.31)

Zadanie 1. Wykonaj symulacje rozktadu temperatury oraz gradientu temperatury w stanie

stacjonarnym w precie stosujac bilans (4.27) dla nastepujacych danych (Uwaga! Przenikalnosc cieplna
hq jest dalej oznaczana symbolem V):

ko =60;d=1.5; T, =70; Tot = 50; r = 0.25; V = 20.
Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.

2. W sekcji Select Space Dimensions wybierz geometrie 1D.

3. W Select Physics wybierz interfejs General Form PDE i kliknij Add. W polu tekstowym
Dependent variables wprowadz T.

Select Physics Review Physics Interface

Search General Form PDE (g)

4 (D Recently Used
U General Form PDE (g) Dependent Variables

v2 Poisson’s Equation (poeq)

Field name: u
Au General Form Boundary PDE (gb)
Au Coefficient Form PDE (c) Number of dependent variables: 1
X AC/DC Dependent variables:
) Acoustics
2 Chemical Species Transport
Heat Transfer
4 AU Mathematics
4 Au PDE Interfaces
Au Cosfficient Form PDE (c) ¥
e Form PDE (Wahw)
Jé Weak Form PDE (w) Units
Au Lower Dimensions
£ ODE andl DAE Interfaces Dependent variable quantity
@ Optimization and Sensitivity Dimensionless (1) 2
2 Classical PDEs Source term quantity
& Deformed Mesh s =
E5 Wall Distance (wd)
Unit
mA-2

‘Added physics interfaces:
AU General Form PDE (g)

4. W sekcji Select Study wybierz Stationary i zatwierdz klikajgc Done.

Select Study Stationary

47 preset Studies

Added study:
E

@ his
1 . Hrer € concel [ [Foone

5. Wprowadz parametry. Kliknijmy prawym przyciskiem na Global Definitions i z listy wybierz
Parameters. Wprowadz do tabeli dane zgodnie z ponizszg grafika:
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Seting ~ % Graphics Convergence plot 1

SHEL S QaaReE L B——N\ ==EGN ~OEE> a8

1D.mph (root)

~  Parameters. o
* Name _ Expression Value. Description
& ()
0 15 15
n 0 )
Tot ) 0
025 02
v 2 x
I Step 1 tatonary
B Reuis
1 =]
Name:
©
Expression:
@
Descripton:
1 08 06 0.4 %2 o b2 4 s be ]

6. Wykonaj geometrie. Prawym przyciskiem myszy kliknij wezet Geometry 1 i z listy wybierz
Interval. Jako Right endpoint wprowadz d. Utwérz geometrie klikajac Build All.

<+ rohics| comrgence ot
aea@¢l L- B-——\ ==&y ~@0H: @@

2 Build Selected +) B Build All Objects

o
Label: Interval =)
~ intenval
Contrbute to: | None o[ New
AMesh1
4~ Study 1
= Step 1: tatonary
Results
3 617 %2 o3 ba b5 o o7 s 0o 1 1112 13 e 1s

7. Zdefiniuj zmienng k. Kliknij prawym przyciskiem myszy na wezet Definitions i wybierz z listy
Variables. W tabeli wprowadz nazwe zmiennej k oraz jej wyrazenie k0O*(1+x/d).

~®  Graphics Convergence Plot 1

e ea@e@ - ~AEE> aa
~  Variables
* Nome __ Expression Unit  Description
A Mes
& Results
RO

8. Zdefiniuj réwnanie transportu ciepta. Wybierz wezet General Form PDE 1 i w oknie
Conservative Flux wprowadz wyrazenie -k*Tx. Jako Source Term wprowadz 2*V*(T-Tot)/d.
Inne parametry pozostaw bez zmian.
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Setting ~ % Graphics Convergence Plot 1
QaaRe @ L~ BN ~EEE> a8

Labek General Form PDE 1 =] =

~  Domain Selection

Override and Contribution

Equation

~ Conservative Flux

I Step 1 Stationary
& Resuits v Source Term

~ Damping or Mass Coefficient

d 1 s/t
~ Mass Coefficient

&0 '

9. Wprowadz warunki brzegowe. COMSOL automatycznie przyjmuje zerowe wartosci strumienia
na brzegu, co mozna sprawdzi¢ klikajac przycisk Zero Flux 1. W przypadku prawego brzegu jest
to zgodne z trescig zadania.

Setting <% Graphics Convergence Plot 1
QaR& @ L~ 8> ~EAEE> am
(5] [

5@ 4

Override and Contribution

~ Equation

g1
7 Step 1:Stationary.

& Results

10. Na lewym brzegu (x=0) musimy zdefiniowac statg temperature. Kliknij prawym przyciskiem na
General Form PDE i wybierz z listy Dirichlet Boundary Condition. W polu Prescribed value of T
wprowadz TL.

~ % Graphics Convergence Plot 1

Qaa@ el L Bx #==®RY ~BEE> a&
Label: Dirichlet Boundary Condition 1 5] o
~ Boundary Selection
Selection: | Manual
-
[
&
Override and Contribution
Equation
v _ Dirichlet Boundary Condition
[ Step 1:Stationary 1
& Results
i) o1 b2 o3 04 s 0s o7 s oo 1 11 12 T3 a4 1s

11. Zdefiniuj warunki poczatkowe. Wybierz Initial Values 1 i wprowadz Tot jako Initial Value for T.
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) - tting =¥ Graphics Convergence Plot 1
- WE- QR & L 8-> ~AEE> a8

Lebek: Initil Vlues 1 B o

~ Domain Selection

Override and Contribution

~ Initial Values
Equation View
esh 1
47 Study 1
17 Step 1:Stationary.
& Resuts

12. Utwoérz siatke numeryczng. Kliknij wezet Mesh 1, nastepnie w sekcji Mesh Settings wybierz
Finer jako Element size i utworz siatke klikajgc Build All.

ef ~ % Graphics Convergence Plot 1

e Qa®féH il B-XN ==8§ «sBEE°> a8
(@Bawaa)
o
Labek: Mesh 1 S|
n
~ Study 1
7 Step 1: Staionary.
@ Results
) b1 o2 o3 G4 os s o7 os oo 1 1 12  Ts 14 1s

13. Poniewaz jest to zagadnienie stacjonarne, nie musimy definiowa¢ czasu symulacji. W sekcji
Study 1 kliknij Compute. Po wykonaniu obliczen, w oknie Graphics automatycznie zostanie
wyswietlony rozktad temperatury w precie w stanie stacjonarnym.

(& Compa)  Updesolton

Labek:  Study 1

Line Graph: Dependent variable T (1)

v Study Settings 81 —ee

Last computation time: e
0s

variable T (1)
.’

Dependent

Tables
~ 1D Plot Group 1
& Export

& Reports . /

o 0.2 04 06 08
xcoordinate (m)

14. Dodaj wykres gradientu temperatury. Prawym przyciskiem myszy kliknij 21D Plot Group 1 iz
listy wybierz Line Graph. W utworzonym Line Graph 2, w oknie Selection wybierz All Domains.
W polu tekstowym y-Axis Data Expression wprowadz Tx, a jako x-Axis Data wybierz Expression
i wprowadz x. Wyswietl wykres klikajac Plot.
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5 I HED e
Line Gaph Dependent varable T 1) Line Graph: Gadnt of T, amponent (1m)

Label: Line Graph 2 (5]

~ Data
Dataset: | From parent 3 @

Selection

,,
&P 4

Title 10/

oA Data hv %~

) 02 04 06

Messages Progress Log Table

Zadanie 2. Projekt z Zadania 1 rozwigz dla statego wspodtczynnika przewodzenia k= ko. Uzyskane
rozwigzanie numeryczne poréwnaj z rozwigzaniem analitycznym problemu (4.27)-(4.31) danym

wzorem:
thx B 2hq
kor kor
T(X) =T, +(T, = T,) = =
2 P Ld -2 k—"d
r r
I+e '™ l+e '™
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4.5. Problem transportu ciepfa w pierscieniu

Wprowadzenie. W tym przykfadzie zostanie przedstawiony dwuwymiarowy model transportu ciepfta.
W pierwszym wariancie pierscien, w ktdrym zachodzi transport ciepta jest wykonany z jednorodnego
materiatu, natomiast w drugim wariancie pierscien wykonany jest z dwdch materiatéw, réznigcych sie
wiasciwosciami.

Sformutowanie problemu. Rozwazmy nastepujgcy problem transportu ciepta w pierscieniu
eliptycznym, geometra 2D (Rys. 4-5):

oQ,

Rys. 4-5 Geometria 2D dla modelu transportu ciepta wraz z oznaczeniem brzegéw.

Transport ciepta opisany jest réwnaniem

oT ar} 432)

pCpa—T+V-J=O, J=—AVT=| -A—,-1—
ot ox oy

gdzie A to wspodtczynnik przewodnosci cieplnej (W/(m-K)).
W zagadnieniu rozpatrujemy warunki brzegowe typu Dirichleta:

zewnetrzny brzeg (0Q4): T =25 °C

wewnetrzny brzeg (0Q,): T=60 °C
Warunki poczatkowe: staty rozktad temperatury w catym pierscieniu w chwili zero

T(x,y,0) = 25 °C
Zadanie 1. Wykonaj symulacje rozktadu temperatury w stanie niestacjonarnym:
T=Txyt), (xy) eQ
Przyjmij ze osrodek w jakim zachodzi transport ciepta wykonany jest z zeliwa:
A =50 W/(m-K); C, = 420 J/(kg-K); p = 7000 kg/m>

Jako wymiary elipsy zewnetrznej nalezy przyjac poétosie a = 6 cm, b = 10 cm. Wewnetrzna elipsa jest
dwukrotnie mniejsza.
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Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.
2. W sekcji Select Space Dimensions wybierz geometrie 2D.

°oIlEHR >
m Home Definitions Geometry Materials Physics Mesh Study Results Developer

Select Space Dimension

1
m| |9 | | —
i i
ED) dy 20 1D i) ()
Axisymmetric Axisymmetric

3. W Select Physics wybierz interfejs General Form PDE i kliknijmy Add. ZmieA oznaczenie
zmiennej na T. Wybierz Temperature (K) jako Dependant variable quantity oraz Heat source
(W/m~3) jak Source term quantity.

Select Physics Review Physics Interface

Search General Form PDE (g)

4 (D Recently Used
Dependent Variables
77 Poisson's Equation (poeq)
Au General Form Boundary PDE (gb)
Ay Coefficient Form PDE (c) Number of dependent variables: 1

Laminar Flow (spf) Dependent variables:

X Ac/oC

Field name: u

ustics
mical Species Transport
id Flow

Heat source (W/m"3)

Added physics interfaces
AU General Form PDE (g)

4. W sekcji Select Study wybierz opcje Time Dependent i zatwierdz przyciskiem Done.

5. Wprowadz parametry. Kliknij prawym przyciskiem na Global Definitions i z listy wybierz
Parameters. Wprowadz do tabeli dane zgodnie z ponizszg grafika. Jednostki nalezy wprowadzié
w nawiasach kwadratowych [ ]. UWAGA! Mozesz pomingé wpisywanie jednostek
(NIEZALECANE), jednak wtedy wartosci WSZYSTKICH parametréw muszg by¢ wyrazone w
jednostkach SI.

ool <2/l Graphic
- Pe®osN ®@RY ~EEE> a8

v Parameters o

" Name  Expression Value Déscription s L

lambda |50 (W/m/K) S0W/(mK)

[ 420 /kg/K) 420 )/(kgK)

tho 7000 (kg/m*3] 7000 kg/m* L

2 Slcm] 006m 0.6

b 10fem] 0im
047 r
027 r

o] L
0.27 r
t (A=

Nam 0.4 [

b

Expres: 1 L
0.6

10fem)

Desciption:
0.87 r
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6. Wykonanie geometrii. Prawym przyciskiem myszy kliknij wezet Geometry 1 i z listy wybierz
Ellipse. Jako a-semiaxis i b-semiaxis wprowadz odpowiednio a i b. Utwdrz geometrie klikajgc
Build Selected.

tting

8 suld A1 O

o
Label: Elpse 1 B orl -
~ Object Type
0.087
Tpe: [ Solid
~ Size and Shape |
0.06
™ oo4]
Sectorangle: 360 deg
~ Pposition 0021
Base: | Center
0 i o
vy 0 m
~ Rotation Angle. 0.027
Rotation: 0 deg
0.047
Layers
~ Selections of Resulting Entiies
0.06
Contributeto: | None. <) [ New
- -0.087]
o1

T T T T = T T T T T T T T T T T T
016 014 012 01 008 006 004 002 0 002 004 006 D008 01 012 014

7. Dodaj kolejna, mniejszg elipse. Jako a-semiaxis i b-semiaxis wprowadz odpowiednio 0.5*a i
0.5*b. Utwdrz geometrie klikajac Build Selected.

ot .
Elipse C eEecsN ®eEY ~EAEE° a@
® buidseected)~ B Build All Objcts L h . h L 1 h N M . .
[5)
Labet: Ellpse2 5 o L
~ ObjectType
0.087 L
Type: [ Soid
~ size and Shape s [
™ oos] L
deg
~ posiion 009 L
Base: [ Center
4 Study 1 | L
44 Step 1: Time Dependent x U m o
Results y o m
~ Rotation Angle 0.027 r
Rotaton: 0 deg
0.04] L
Layers
~ Selections of Resulting Entities
-0.067 L
Contrbuteto: | None <] [ New
Resultng objects
i -0.087 L
o1 t

To16 014 012 01 008 006 004 002 0 002 004 006 008 01 012 o1a

8. Aby uzyskaé pierscien, wykonaj operacje logiczng odejmowania mniejszej elipsy od wieksze;j.
Prawym przyciskiem myszy kliknij wezet Geometry 1 i z listy wybierz Booleans and
Partitions>Difference. Jako Objects to add wybierz wiekszg elipse, a jako Objects to subtract
mniejszg elipse. Operacje zatwierdz klikajgc Build Selected.

iffg 3 “Eec=N ®6E N ~@BEEE @ =
 BuildSelected B Buid AllObjects TR L L L h L I . L L L L L L L L
o
Labet: Diference 1 B o1 r
~ Difference
Objectsto 2dd: o.08
@ o
0.06 F
Activ
0.047 -
1 0.027 ¥
Ohjects o subtract
ol L
I Step 1: Time Dependent s
& Results
0.027 r
0.00% L
0.06 L
New | -0.087] -
o ¥

T T T T T T T T T T T T T T T T T
016 014 012 ‘01 008 006 004 002 0 0oz ©o0s Dos ©os b1 012 014

9. Zdefiniuj réwnanie transportu ciepta. Wybierz wezet General Form PDE 1 i w polu Conservative
Flux wprowadz odpowiednio wyrazenia -lambda*Tx oraz -lambda*Ty dla sktadowych x i y. W
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polu tekstowym Source Term wprowadz 0. W polu Damping or Mass Coefficient wprowadz

wyrazenie rho*Cp.

reBocn 56

~BEE°> a8

Model Builder ~ #|| Graphics
Qaa@ @@ L
(5] o
or
Selection: |_Alldomains o087
' &
@
Active 0.067]
@
0.047
Override and Contribution |
0.02
Equation
~_Conservative Flux |
o
14 Step 1: Time Dependent r [HlambdaT ]x { o
Resuits ambda™Ty y
0,02
~ Source Term
W' 0,04
~ Damping or Mass Coefficient
~ Mass Coefficent
0,08
e Kg/(msK)
0.1

10. Zdefiniuj warunki poczatkowe

poczatkowa zmiennej T.

Model Builder
- =

StEL
Labek: Initial Volues 1
~ Domain Selection

Al domains

Override and Contribution

~ Initial Values

A

4 Sty 1
A Step 1 Tme Dependent
@ Reas

T T T T
D16 014 012 ‘01

= T T T T
008 005 004 002 0

T T T T T
o2 Dos Dos 00z 01

T T
b1z oas

T

. Wybierz Initial Values 1 i wprowadz 25[degC] jako wartos¢

~x

[

Graphics
aa@e| L

L n L L

L L L L

~EEE> @8
h n L L

L s

o

To16 012 ‘o1z o1

o0os 006 004 002 ©

Doz os 0os 0os 01

b2 i

11. Wprowadzenie warunkéw brzegowych. COMSOL domyslnie przyjmuje zerowe wartosci
strumienia na brzegu, jednak jest to nie zgodne ze sformutowaniem modelu. Kliknij prawym
przyciskiem General Form PDE 1 i z listy wybierz Dirichlet Boundary Conditions. W oknie
Graphics wybierz brzeg wewnatrz pierscienia i wprowadz 25[degC] w polu tekstowym

Prescribed value of T.

Labet  Dirchlet Boundary Conition 1

~ Boundary Selection

4 A Geometry 1
@ Elipse 1 (e1)
® :2)

1A Step 1 Tme Dependent
8 Reis

Graphics
Q Q@ L

reeBelN SQRE ~EAEE° &8

Tot6 014 012 o1

To0s 006 004 002 ©

D02 oos 0os 0os 01

b1z o1

12. Analogicznie wprowadz drugi warunek brzegowy typu Dirichleta dla zewnetrznego brzegu.
Tym razem wartos$¢ zmiennej T wyniesie 60[degC].
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o L BeN Se@EN ~EEE> a8
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& Results
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13. Utworz siatke numeryczng. Kliknij wezet Mesh 1, nastepnie w sekcji Mesh Settings wybierz
Finer jako Element size i zatwierdz klikajgc Build All

T R B as
4 4 Transport ciepla 20.mph (root) = B N - 1 L L D\
i
mponent 1 (comp1) ~  Mesh Settings A
1 AV, S r
= Definitions T 0.08 aVana%os RN
A Geomety 1 peman A LXRCEEAIIN
A e 2 EREELRTILIEN
® Ellipse 2 (e2) lement size: 0.067] N TR0 AVAY r
O Dienc 101 et - ngggggﬁmﬁs‘gg%
5 o U ) ISNEROE RN
terials 0.0 L'"#;'AVAV ,'A$¢VAV L
General Form PDE (g) KRS YAVATAVAYY
ST, Ssasy e
B zaofioc 002 55@1%‘ ';wg?i L
S e bominy Coton EERE O
Soundary Conditon2 | BERIK] SR L
° b s
Sy KPR KPR
2 Step 1: Tre Dependent 0021 POV RS F
R0 PR
& Resits S OTATAY,Y AT
1 e AR »
NS o SR
| véﬂ KPORIRERARR) [
-0.087 r
017 r
To16 To1s 12 o1 'oos o6 oos o2 b oz bos bos bos b1 b1z bas

14. Zdefiniuj czas symulacji oraz czasy dla ktérych majg byé zapisane wyniki. W polu Times
wprowadz wyrazenie range(0,1,100) i w sekcji Results While Solving zaznacz opcje Plot.
Uruchom symulacje klikajac Compute.

Model Builder
- T mWwA- B a8
4 @ Transport ciepla 20.mph (root) n L L 1 1 L L L
) Global Definitions o
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Time i [3 0
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= )
Tol Ph trolled 0.067] %VAA AVAA é L
eance. | Physcs conto 5 £ 3\
CERES R0
0.4 N VAV, \% 4 [
4 A General Form Vi VAN Yav%
& @ et o7t 1 SEREN R
TS, KA
Bzeofiuct [Rm—— - 1 KRR (PR L
@ nital Volues 1 002 Q;qqﬂ VR
- : SRR PR
3 Dirichlet Boundary Condition 2 i AN VA% L
54 Equation View Probes: | Al - o i’#‘ﬂa 55"55
. v,ﬁ:“""‘ Updateat: | Time steps taken by solver = 55@'444 sﬂgsg
Vg S 02 ST KRS r
== T Y SN
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Eeh oo % | e s R OO
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Values of Dependent Variables \VAY & AVAVAVAY/
Mesh selecion 1 r
‘Study Extensions a9
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o1 r
16 014 012 01 008 006 004 002 0 D02 0oa Dos 008 01 012 oia

15. Po wykonaniu obliczer automatycznie zostanie wygenerowany 2D Plot Group, ktéry zawiera
rozktad temperatury. W sekcji Data mozesz zmienia¢ czasy, dla ktérych bedg wyswietlane
wyniki.
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~ % Graphics Comvergence Plot 1
el L-EO0 a8

Time=100's Surface: Dependent variable T (k)

@ -

Labe: 20 Plot Group 1 B m

~ Data

Oataset: | Stuy 1Soluion 1 ol @] o008

Title
~ PlotSettings 325

315

B2 Tables

2D Plot Group 1

Number Format
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Wineleww Settinnc

Zadanie 2. Rozwaz proces transportu ciepta w geometrii 2D podobny jak w poprzednim zadaniu. Uktad
zostat zmodyfikowany poprzez dodanie dwdch warstw o réoznym przewodnictwie cieplnym:

o0,

Rys. 4-6 Geometria 2D dla modelu transportu ciepta w uktadzie ztozonym z wielu materiatdw o réznych
wtasciwosciach.

Warstwa zaznaczona na zielono wykonana jest z miedzi, natomiast warstwa czerwona z tlenku glinu.
Grubos¢ obydwu warstw jest taka sama i wynosi 1 cm. Wykonaj symulacje rozktadu temperatury
T(x,y,t) dla tak zmodyfikowanego uktadu, korzystajgc z rownan oraz z warunkéw poczatkowych i
brzegowych podanych w poprzednim zadaniu. W obliczeniach przyjmij nastepujgce dane:

AAI203 = 27,‘ Acu =400 W/(m-K); CPAI203 = 900; Cch =385 J/(kg-K); PAi203 = 3900,‘ Pcu = 8960 kg/m3
Rozwigzanie:

1. Zadanie wykonaj modyfikujgc projekt z poprzedniego zadania. W pierwszym kroku wprowadz
nowe dane do tabeli Parameters. Dla czytelnosci projektu warto opisywaé znaczenie
parametréw wprowadzajgc komentarz w kolumnie Description.
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Setting! ~ % Graphics Convergence Plot 1
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2. Zmodyfikuj geometrie. W tym celu prawym przyciskiem myszy kliknijmy wezet Geometry 1iz
listy wybierz Ellipse. Zmien Object Type z Solid na Curve. Jako a-semiaxis i b-semiaxis wprowadz
odpowiednio 0.5*a+d i 0.5*b+d. Zatwierdz geometrie klikajgc Build Selected.

~ % Graphics Convergence Plot 1
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Labek: Elipse3 B o H
~  Object Type
0.087 I
Type | Cumve
~ Size and Shape - F
0.06
W 0.047 I
deg
0.027] F
o n o t
v o m
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3. Podziel na pét wewnetrzng elipse. W tym celu prawym przyciskiem myszy kliknij wezet
Geometry 1 i z listy wybierz Line Segment. Jako Start Vertex oraz End Vertex wybierz punkty
zaznaczone na ponizszej grafice. Wybér zatwierdz klikajgc Build Selected. Nastepnie utwoérz
kolejny Line Segment po drugiej stronie geometrii.

tting ~ & Graphics Convergence Plot 1
QR eE v “eecBN SRy ~EBEE°> a8
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4. W drugim etapie zmien réwnania transportu ciepta. Kliknij prawym przyciskiem General Form
PDE (g) i z listy wybierz General Form PDE. W oknie Graphics wybierz gérna poételipse. W polu
tekstowym Conservative Flux wprowadz wyrazenia -lambdal*Tx oraz -lambdal*Ty. W polu
Source Term wpisz 0. W polu Damping or Mass Coefficient wprowadz rho1*Cp1.
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~ % Graphics Convergence Plot 1

5. Analogicznie dodajmy drugie General Form PDE dla domeny reprezentujgcg miedz. W oknie

Graphics wybierz dolng pételipse. W polu Conservative Flux wprowadz wyrazenia -lambda2*Tx

oraz -lambda2*Ty. W polu Source Term wpisz 0. W polu Damping or Mass Coefficient

wprowadz rho2*Cp2.
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6. Poniewaz zadanie to jest wykonywane poprzez modyfikacje poprzedniego projektu, warunki

poczatkowe i brzegowe s3 juz zadane i nie wymagajg korekty.

7. Siatka numeryczna oraz czasy obliczen sg takie same jak w poprzednim projekcie i nie

wymagajg modyfikacji. Uruchom obliczenia klikajagc Compute. Na wygenerowanym wykresie

rozktadu temperatury mozna zauwazy¢ wptyw dodatkowych warstw o réznych wtasciwosciach

cieplnych.
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4.6. Problem dyfuzji w polikrysztale

Opis problemu. W przeciwienstwie do gazow i cieczy, dyfuzja w polikrysztatach moze zachodzi¢
réznymi Sciezkami. W przypadku monokrystalicznych ciat statych gtéwnym mechanizmem transportu
masy w objetosci jest dyfuzja sieciowa (ang. lattice diffusion), natomiast w ciatach polikrystalicznych,
ze wzgledu na obecnos¢ rdéinych elementéw mikrostruktury, dyfuzja sieciowa nie jest jedyng
mozliwoscig. Analizujgc mikrostrukture jednofazowego polikrystalicznego materiatu ceramicznego
mozemy wyrdznié co najmniej trzy elementy wptywajace na transport masy:

e krystaliczne ziarna, w ktérych zachodzi dyfuzja sieciowa;
e granice ziaren, po ktdrych réwniez zachodzi dyfuzja (ang. boundary diffusion);
e pory, ktore zachowuja sie jako blokady dyfuzji.

Defekty w budowie polikrysztatow, takie jak: granice ziaren, swobodne powierzchnie oraz dyslokacje,
cechujg sie mniejszg gestoscig upakowania atoméw, przez co dyfuzja w tych obszarach zachodzi
szybciej (wspdtczynniki dyfuzji sg wieksze niz dla dyfuzji sieciowej) i w konsekwencji uznawane sg jako
Sciezki szybkiej dyfuzji. Dlatego opis transportu w ciele polikrystalicznym za pomocg jednego
wspotczynnika dyfuzji jest niewystarczajacy. O ile stosunkowo fatwo mozna znalei¢ w literaturze
wartosci wspotczynnikéw dyfuzji w cieczach, gazach oraz monokrystalicznych ciatach statych, to dla
ciat polikrystalicznych wymagana jest dodatkowa informacja o mikrostrukturze, poniewaz elementy
mikrostruktury wptywajg na catkowity dyfuzje w materiale. Dlatego konieczne jest powigzanie
wspotczynnika dyfuzji z szeregiem parametrow opisujgcych jego mikrostrukture. Przyktadem takiego
podejscia jest model Fishera uwzgledniajacy w procesie transportu takze dyfuzje po granicach ziaren.

Analiza zjawiska w przestrzeni 2D lub 3D pozwala na uwzglednienie wptywu budowy mikrostruktury
materiatu, m.in. ksztattu i rozmiaru ziaren, liczby granic miedzyziarnowych na transport. W ramach
projektu wykonamy symulacje dyfuzji w polikrysztale, jako proces transportu w osrodku dwufazowym
(ziarna i granice ziaren) o modelowej geometrii 2D.

Sformutowanie problemu. Rozwazmy problem dyfuzji w polikrysztale w geometrii 2D (Rys. 4-7):

c=1

Jy=0 |H Jy=0

d il

J=0

Rys. 4-7 Schemat procesu dyfuzji w polikrysztale w geometrii 2D.

Uktad sktada sie z czterech monokrystalicznych ziaren (prostokaty o wymiarach d x H) oraz z trzech
granic miedzyziarnowych (o wymiarach a x H). W obu fazach zachodzi proces dyfuzji, opisany
pierwszym prawem Ficka:
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% v.=o. (4.33)
ot

Strumienie dyfuzji dla ziaren (Jz) oraz granic miedzyziarnowych (Jes) bedq wynosity odpowiednio:

J,=-DVc= —D@, —Dﬁ oraz J,;=-D,Vc= —DGB@, —Dssﬁ . (4.34)
ox oy ox oy

Z trzech stron (lewa, prawa i dolna) uktad bedzie izolowany (sktadowa normalna strumienia bedzie
wynosita zero), co zaimplementujemy za pomocg warunku brzegowego Neumanna:
-n-J=0. (4.35)
Zrédtem dyfuzji jest niezerowe stezenie na gérnym brzegu zadane warunkiem brzegowym Dirichleta:
c=1. (4.36)
Zaktadamy, ze w chwili poczatkowej stezenie w uktadzie wynosi zero:
c(x,y,0)=0 (4.37)
Zadanie. Wykonaj symulacje procesu dyfuzji w polikrysztale dla czasu koncowego wynoszgcego 20 s.
W symulacji przyjmij ponizsze parametry:
D=0.01;,D63=10;a=1;d=0.1; H=10
Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.
2. W sekcji Select Space Dimensions wybierz geometrie 2D.

oD EdR >
m Home Definitions Geometry Materials Physics Mesh Study Results Developer

Select Space Dimension

m T 9| -
3D 2D 20 1D

Axisymmetric Axisymmetric L2 o

3. W Select Physics wybierz interfejs General Form PDE i kliknij Add. Wprowadz do pola
tekstowego Dependent variables symbol c.
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Select Physics Review Physics Interface

Search General Form PDE (g)

4 (D Recently Used .
“—Au General Form PDE (g) Dependent Variables
77 Poisson's Equation (poeq) O -
Au General Form Boundary PDE (gb) lecname

Au Coefficient Form PDE () Number of dependent variables: 1

Laminar Flow (spf) Dependent variables: @
X Ac/DC

) Acoustics
£ Chemical Species Transport
Fluid Flow
Heat Transfer
£ Structural Mechanics .
Au Mathematics

Units.
Dependent variable quantity
Dimensionless (1) >
Source term quantity
None -
Unit:

m*-2

Added physics interfaces:
Au General Form PDE (g)

4. Kliknij przycisk Study, a nastepnie w oknie Select study wybierz Time Dependent i zatwierdz
klikajac Done.

5. WprowadZ parametry. Kliknij prawym przyciskiem na Global Definitions i z listy wybierz
Parameters. Wprowadz do tabeli dane zgodnie z ponizszg grafika.

Settings ~ % Graphics Convergence Plot 1
QAaRée¢lH v Pe@coN #S@EN ~EBEE> a8
L L L L f L h

h n n L L L 0 L

1Tm

v Parameters. o
" Name  Expression Value Description
o pio osd L
1 1
a o1 o1
] 10 1
o 001 0.01 0.67 +
o 10 10
0.47] r
s 0.27 r
U4, Step 1: Time Dependent
B Resuts
i L
0.27] §
tiS\eES-
Name: 0.47] 8
ogb
Expresson:
i 0.67] r
10
Descrption:
0.87] r
1 T - T T T y y T T T T T T
1a 12 4 08 06 04 02 0 b2 oa 0s o8 1 T2 1

6. Wykonaj geometrie. Zacznij od obiektu reprezentujgcego ziarno. Prawym przyciskiem myszy
kliknij wezet Geometry 1 i z listy wybierz Rectangle. W polach Width i Height wprowadz
odpowiednio a i H. ZatwierdZ geometrie klikajgc Build Selected.

~# Graphics Convergence Plot 1

L PeecaN S8@EY ~EBEE> as
L L ‘. L

T Build Selected ~) @ Build All Objects - L L L L L L s L L L L
o
Labek Rectangle 1 B 1] — F
~ Object Type
Tpe: | Solid - N
~ size and shape = L
m A L
A B: Corr &
47 Study 1 x 0 m
. Step 1: Time Dependent R L
B8 Results v 0 nl| s
~ Rotation Angle
Rotation: 0 deg 4] L
Layers
. L
~  Selections of Resuting Entities
Contributeto: | None <] [ New A L
[] Resulting object
how in physic:
1 L
o] — L
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7. Dodaj obiekt reprezentujacy granice miedzyziarnowa. Prawym przyciskiem myszy kliknij wezet
Geometry 1z listy wybierz Rectangle. W polach Width i Height wprowadz odpowiednio d i H.
W sekcji Position dodaj przesuniecie w kierunku x wynoszgce a. Zatwierdz geometrie klikajgc
Build Selected.

2 ~ % Graphics Convergence Plot 1
e Qaqé@H v Pe@ceN S@EN ~FAEE°> aE
8 Build All Objects et L L L L L 1 . N 1 L L L L L .

10] Sl r

Labek:  Rectangle 2
~ Object Type
Type: [ Solid

~ size and shape

Width: m
H m 1 L
7

~ Pposition

~  Rotation Angle
Rotation: 0 deg 4
Layers
~ Selections of Resuting Enttes
Contrbuteto: [ None <) [ New
(0] Resulting objectsseection

in phy Domain selection

8. Geometria w zadaniu sktada sie z 4 ziaren i 3 granic miedzyziarnowych. Aby jg wykonaé
skorzystamy z szykdw (ang. arrays). Prawym przyciskiem myszy kliknij wezet Geometry 1 iz
listy wybierz Transforms>Array. Jako Input Object wybierz prostokat reprezentujacy ziarno. W
sekcji Size w polach x size oraz y size wprowadz odpowiednio 4*a oraz H. W sekcji Displacement
w kierunku x wprowadzmy a+d. Zatwierdzmy klikajgc Build Selected.

e ~ % Graphics Convergence Plot 1
eafél v rEeesN S@EN ~EFEES> a8
8 Build Al Objects et . L L L L . . . L L

Label: Amay 1 E 10]

AMesh1

47 Study 1
2 Step 1: Time Dependent

& Results

~ selections of Resulting Entiies

ing objects

9. Analogicznie powiel granice miedzyziarnowe. Prawym przyciskiem myszy kliknij wezet
Geometry 1 i z listy wybierz Transforms>Array. Jako Input Object wybierz prostokat
reprezentujgcy granice miedzyziarnowa. W sekcji Size w polach x size oraz y size wpisz
odpowiednio 3*a oraz H. W sekcji Displacement w polu x wprowadz a+d. Zatwierdz klikajgc
Build Selected.
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Model Builder

P

4 % Dyfuzja po
@l

Model Builder

Model Buil Settings Graphics Convergence Plot 1 “r
General Form PDE eaRe@ L =l N S@ERY ~sEEE> a8
Label: General Form PDE 2 5] o =
107 r
~ Domain Selection
Manuol
el o
@ - A
B ¥ @
&
.
Override and Contribution |
B
Equation
~ Consenvaive Flux
-
= X am
4~ Study 1 -Dgb'cy. y
/4 Step 1: T Dependent o
Results ~ Source Term
0 m A
i U 3
~ Damping or Mass Coefficent
4 gmt 2|
~ Mass Coefficient
el dme b
o
% 5 4 3 2 1 o 1 2 53 4 5 & 7 55 o

(F Build Selected +) B Build AllObjects

Lobet Amay2 5]

v Input
Input objects:

Co

Active

v size

Ay type: | Rectangular

~ Displacement

-

130 m
~ Selections of Resulting Entities
Contribute to: | None <] [ New

(] Resuting objects selecton
Showin physics: [ Domain seection

~ % Graphics Convergence Plot 1

aaqe@

v

sEeesN S@EY ~EAEE° a8

10. Zdefiniuj réwnania. Wybierz wezet General Form PDE 1 i w polu tekstowym Conservative Flux

wprowadz wyrazenia: -D*cx oraz -D*cy. W polu Source Term wprowadz 0. Inne parametry

pozostaw bez zmian.

Lebek General Form PDE 1 (5]

~ Domain Selection

1
2
ve 3
4
5
6

Override and Contribution
Equation

~  Conservative Flux

~  Source Term

U

~ Damping or Mass Coeficent

47 Study

1
1A Step 1 Time Dependent
8 Reis

A s/m?
~ Mass Coefficent

&0 S

11. Zdefiniuj transport po granicach ziaren.

Graphics  Convergence Plot 1

ea@e @ L

N

~EEE> a8

107

o

=

Prawym przyciskiem kliknij General Form PDE 1 i z listy

wybierz Duplicate. W nowym wezle, General Form PDE 2, zmieA wyrazenia na strumien

wpisujgc w polach Conservative Flux -D*cx oraz -D*cy. W oknie Graphics odznacz prostokaty

reprezentujgce ziarna (klikajgc na nie).

12. Zdefiniuj warunki brzegowe. Prawym przyciskiem kliknij General Form PDE i z listy wybierz

Dirichlet Boundary Condition. W oknie Graphics wybierz gérne krawedzie prostokatéw. W polu

tekstowym Prescribed value of c wprowadz 1. Pozostate warunki brzegowe (Zero Flux 1) oraz

warunki poczatkowe (/nitial Values 1) sg zgodne z zadaniem i nie wymagajg modyfikacji.
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Graphics  Convergence plot 1 v
a8 4
L L L L L
8 . ol
~ Boundary Selection
Selecton: | Manual
1057
3
6 B -
9 [
2 & 107
1
s
Override and Contribution 551
Equation
~  Diichlet Boundary Condition
ibed value o ¢ 7
1
857
o
757
Eam T T T T T T T T T
05 o os 1 Ls 2 25 5 5s 4 s 5

13. Utworz siatke numeryczng. W tym celu kliknij wezet Mesh 1. Nastepnie, w sekcji Mesh Settings
wybierz Finer jako Element size i wygeneruj siatke klikajgc Build All.

Model Builder ~ % Graphics Convergence Plot 1
Qamed - e0eN®eEY ~ENE> B a8

:

Labet: Mesh 1 & 1o
~ Mesh settings
o
o
A
o
1 B
o
-~
-
A
o
s 5 5 2 1 o 1 %2 5 & 5 % 5 % % o

14. Zdefiniuj czas symulacji oraz czasy w ktdrych zostang zapisane wyniki. W polu tekstowym
Times wprowadz? wyrazenie range(0,1,20) i w sekcji Results While Solving zaznacz opcje Plot.
Uruchom symulacje klikajac Compute.

Model Builder s ~ % Graphics Convergence Plot 1
eaR ¢l - eBeNSeRY ~AEEL B a&
(= Compute) _ L L . . " h s h L .

[5)
Labet: Time Dependent & 1o L
~ Study Settings
o L
o L
. L
Plot group: | Default S p [
Update t: | Times sored n output
Probes Al = - |
Updatet: | Time stepstaken by solver
= Physics and Variables Selection “ il
() Moty physic tree and variabls for sucly step
ce Solvefor Discretzation =
General Form PDE (g) & | Physicssetings
. L
Values of Dependent Variables
Mesh Selection N L
Study Extensions
o L
s s 4 5 2 19 o 1 > 5 4 5 & 7 & 5 9o

15. W trakcie wykonywania obliczen, na biezgco bedzie generowany wykres rozktadu stezenia. Po
wykonaniu obliczen, w sekcji Data mamy mozliwos¢ wybrania dla jakiego czasu chcemy
wyswietla¢ rozktad stezenia.
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~ % Graphics Convergence Plot 1
Qaafl L-B0 a8

6 Plot += -
Time=20's Surface: Dependent variable ¢ (1)

sbek 20 PlotGroup 1 ST
et 20 PlotGroup y
~ Data 1
Datset: | Sty 1/Sluion 1 ) @ e
0s
e [ 20
s
Title. 08
~ Plot Settings
7
o7
B
os
s
os
oor. [ Bk = i
Fame: [ Maeral 00,21 04
B
~ Colortegend
03
[¥) Show legends
M 20 Plot Group 1 He 2
@sport o
B Repors
1
o1
3
Number Format
s e« s 2 1 o 1 2 35 4 s & 7 s oom
Windew Sotine

1. 1. Kaur, W. Gust, Y. Mishia, Fundamentals of grain and interphase boundary diffusion, Wyd. IlI
rozszerzone, John Wiley & Sons, Chichester 1995.

2. A. Paul, S. Divinski, Handbook of Solid State Diffusion Diffusion Fundamentals and Techniques,
Elsevier Science, Saint Louis 2017.

3. H. Mehrer, Diffusion in solids : fundamentals, methods, materials, diffusion-controlled
processes, Springer, Berlin 2007.






5. Przyktady zastosowani

W rozdziale 4 przedstawiono szereg probleméw do samodzielnej nauki wraz ze szczegdétowymi
wskazédwkami jak rozwigza¢ je w Srodowisku COMSOL Multuphysics®. W tym rozdziale zostanie
omoéwionych dziewie¢ bardziej ztozonych przyktadéw wraz ze wskazéwkami do ich rozwigzania. Tak
jak poprzednio, mozesz sprawdzi¢ przygotowane przez Ciebie na podstawie wskazéwek projekty z
gotowymi, ktore znajdujag sie na stronie https://mim.agh.edu.pl/.

5.1. Transport i adsorpcja — reaktor przeptywowy

Wprowadzenie. Obiektem symulacji bedzie reaktor przeptywowy w formie dtugiego
prostopadtfoscianu, na sciance ktérego znajduje sie powierzchnia adsorpcji. Do komory reaktora jest
wprowadzany ze statg szybkoscig obojetny ptyn (gaz lub ciecz) petnigcy role nosnika, w ktérym znajduje
sie substancja moggaca sie adsorbowac na powierzchniach Scianek. Mozliwa jest takze desorpcja z
powierzchni do wnetrza reaktora. Zaktadamy ustalony laminarny przeptyw wzdtuz osi reaktora. Z
rownan hydromechaniki wynika, ze taki stacjonarny osiowy przeptyw bedzie miat paraboliczny profil
predkosci pod warunkiem, ze ksztatt komory jest cylindryczny. W przypadku prostopadtoscianu nie jest
to wiec przeptyw doktadnie paraboliczny, ale takie przyblizenie przyjmiemy. Zaktadamy ponadto, ze
czagsteczki zaadsorbowane na powierzchni mogg sie po niej porusza¢ na skutek dyfuzji
powierzchniowej. W analizowanym przyktadzie bilans sktadnika w objetosci reaktora musi byc
sprzezony z bilansem sktadnika na powierzchni katalitycznej. Dla przejrzystosci wizualizacji na Rys. 5-1
pokazany jest przekrdj osiowy reaktora.

-y

wylot: #*J = cv, ]

Obszar reakcji powierzchniowej
adsorpcji/desorpcji:

nJ=R,

Rys. 5-1 Transport sktadnika w 2D i adsorpcja na fragmencie $cianki wyznaczonym przez y=b; i y=b;.
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Przyktad demonstruje takze, w jaki sposéb mozna w COMSOLu wykonac obliczenia, gdy wystepuja
sprzezone procesy przebiegajgcych w dwdch réznych wymiarach.

Szczegbétowy opis modelu. Obszarem symulacji bedzie prostokat [0, a]x[0, b] (szeroko$¢ a, wysoko$é
b) bedacy przekrojem reaktora cylindrycznego ptaszczyzng osiowa. Reakcji powierzchniowa na brzegu
bedzie ograniczona do odcinka [0.3b, 0.7b] na prawym boku prostokata. Jezeli przez X oznaczymy
sktadnik transportowany w reaktore, a przez X, sktadnik zaadsorbowany, to reakcje
adsorpcji/desorpcji opisuje réwnanie

X=X, (5.1)

gdzie ki, k, s heterogenicznymi statymi szybkosci reakcji. W modelu mamy dwa stezenia: objetosciowe
i powierzchniowe:

c=c(x,y,t) — stezenie sktadnika X (mol/m3) w reaktorze,
c, =c,(y,t) — stezenie powierzchniowe zaadsorbowanych czastek Xas (mol/m?).

Na powierzchni reakcji znajduje sie zwykle pewna liczba centréow aktywnych, do ktérych moga
przyfaczac sie adsorbowane czastki. Niech ', oznacza catkowite stezenie powierzchniowe centréw

aktywnych (mol/m?). Jezeli ¢ oznacza utamek centréw aktywnych, ktére sa zajete w danym momencie
przez zaadsorbowany sktadnik Xaq, czyli & = ¢5/To, to utamek wolnych centréw wynosi 1-9. Przyjmiemy,
ze szybkos¢ desorpciji jest pierwszego rzedu, r,,. =k, 9, a szybko$¢ adsorpcji drugiego, ., =k.p,(1-9),
gdzie p, jest cisnieniem sktadnika X unoszonego w reaktorze. Wykorzystujac réwnanie gazu

doskonatego px = cRT, gdzie R — stata gazowa, T — temperatura (K), mamy

r s :kfpx ~(1—3):kfcRT-(1—cs /1“0):(kfRT/l“0)c-(l“0 -c,),

(5.2)
e =k, 3=k, /T,)c..

Oznaczajac  k,,, =k.RT /Ty, k,

es

=k, /T, (stafe szybkosci adsorpcji i desorpcji) otrzymujemy

nastepujgce wyrazenia na szybkos$¢ reakcji adsorpcji/desorpcji

rads = kadsc (FO _Cs)’ r. =k ¢ (53)

des des “s*

Poniewaz przez reaktor przeptywa nosnik z predkoscig v, w ktérym unoszony jest sktadni X, to petne
wyrazenie na strumiefl wewnatrz reaktora ma postac

J=-DVc + cv. (5.4)
——
dyfuzja konwekcja

Stezenie c sktadnika X spetnia rownanie (prawo zachowania — por. (1.26)):

oc

— + divl =R ,. 5.5

ot o 53)
Zaktadamy brak homogenicznych reakcji (w objgtosci reaktora), dlatego R, =0. Dla przeptywu

stacjonarnego i laminarnego wzdtuz osi prostokata profil predkosci jest paraboliczny i osigga
najwiekszg wartosc¢ na osi przeptywu (Rys. 5-2), zatem:

v=[v,, v,]1=[0, 4vnux(la—x)/a’], (5.6)
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czyli 0, =0, U, =4v,X(a—x)/ a’.

y

y

v = AVmax(X/a)(1-x/a)
v, =0

N

Rys. 5-2 Paraboliczny profil predkosci w reaktorze. Predkos¢ na sciankach bocznych (x= 0 i x= a) wynosi 0.
Bilans sktadnika adsorbowanego/desorbowanego na powierzchni (1D) musi by¢ uwzgledniony w
cztonie reakcyjnym (w COMSOLu jest to Source term), Rs = ads — Fdes:

0J,

o , % g, (5.7)
ot ox

ac
gdzie J,=-D, 3 £ jest strumieniem dyfuzji powierzchniowe;.
X

Warunki brzegowe. Wystepujg tu trzy przypadki. Pierwszy — ta czes¢ brzegu gdzie nie zachodzi
adsorpcja oraz sktadnik nie wchodzi/wychodzi z reaktora:

n-1=0. (5.8)
Drugi — fragment brzegu gdzie zachodzi reakcja adsorpcji/desorpcji (Rys. 5-3):

n-J. =0, b<y<b,,
n-J =R, y=b, y=b,.

Powierzchnia
reakcji

(5.9)

Rys. 5-3 Powiekszony fragment uktadu w poblizu powierzchni reakcji. Strumien czastek opisany strumieniem J
(zotte strzatki). Gdy sg adsorbowane, to szybkos¢ adsorpcji/desorpcji jest rowna n-J na brzegu (niebieski odcinek).
Jednoczesnie ta wielkos$¢ jest widziana na odcinku jako czton reakcyjny Rs. Stad n-J = Rs.
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Trzeci — na wejsciu do reaktora jest state stezenie, a na wyjsciu strumien jest réwny tylko strumieniowi
konwekcyjnemu:
wejscie: c=c,,
o ; (5.10)
wyjscie: n-J=n-(cv).
Warunki poczgtkowe: W chwili poczatkowej (t = 0) stezenie w reaktorze jest state i wynosi zero.
Podobnie, na powierzchni reakcyjnej w chwili t = 0 nic nie jest zaadsorbowane

€l=0, ¢,|_,=0. (5.11)

Zadanie 1. Wykona¢ symulacje procesu transportu sktadnika w reaktorze przeptywowym z reakcja
powierzchniowg adsorpcji/desorpcji o kinetyce (5.3). Reaktor ma ksztatt walca o wysokosci H i
promieniu r. Powierzchnia katalityczna jest fragmentem powierzchni bocznej walca pomiedzy z=0.4H
a z=0.6H. Dane do symulacji podane s3 ponizej.

Tab. 5-1 Dane do symulacji w reaktorze przeptywowym z adsorpcja.

Parametr Wartosc i jednostka
c0 1000 mol/m3
k_ads 1.22-10% m3/(mol-s)
k_des 1.54.10° 1/s
Gamma_s 950 mol/m?
Ds 1.31.10 " m?/s
D 1.45.10° m?%/s
vV_max 1.2 mm/s
r 0.1 mm
H 1.2 mm

Rozwiazanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimension
wybierz 3D.

2. W oknie Select Physics dodaj do projektu Laminar Flow (spf) oraz General Form PDE (g). W polu
Dependent variables dla General Form PDE (g) wpisz zmiennej ¢ oraz wybierz odpowiednie
jednostki: Concentration (mol/m”3) oraz Reaction Rate (mol/(m”3*s).
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Select Physics

4 (D Recently Used
Au General Form PDE (g)
Au General Form Boundary PDE (gb)
Au Coefficient Form PDE (c)
Laminar Flow (spf)
X AC/DC
) Acoustics
$'s? Chemical Species Transport

= Fluid Flow
4 3 Single-Phase Flow

Laminar Flow (spf)
Heat Transfer
27 Structural Mechanics
4 Au Mathematics
4 Au PDE Interfaces
% Wave Form PDE (wahw)
Jas Weak Form PDE (w)
(&) PDE, Boundary Elements (pdebe)
Au Lower Dimensions
§: ODE and DAE Interfaces
@ Optimization and Sensitivity
v Classical PDEs
£7 Deformed Mesh
= Wall Distance (wd)
- Curvilinear Coordinates (cc)

)

Added physics interfaces:

Laminar Flow (spf)
Au General Form PDE (g)

Search

Add

Review Physics Interface

General Form PDE (g)

Dependent Variables

Field name:
Number of dependent variables:

Dependent variables:

c

r—

Units
Dependent variable quantity
Concentration (mol/m*3)
Source term quantity
Reaction rate (mol/(m*3*s))

Aby uwzglednic¢ procesy na powierzchni katalizatora wybierz General Form Boundary (gb) z
Lower Dimensions jak na rysunku ponizej. Zmied nazwe zmiennej na cs oraz wprowadz
jednostki mol/m~2 dla cs oraz mol/(m~2*s) dla Source term quantity (alternatywnie mozesz

wybrac z listy Molar Flux).
Select Physics

4 (O Recently Used
Au General Form PDE (g)
Au General Form Boundary PDE (gb)
Au Coefficient Form PDE (c)
Laminar Flow (spf)
X AC/DC
) Acoustics
<'s¥ Chemical Species Transport
4 = Fluid Flow
4 3 Single-Phase Flow
Laminar Flow (spf)
Heat Transfer
57 Structural Mechanics
4 Au Mathematics
4 Au PDE Interfaces
Au Coefficient Form PDE (c)
Au General Form PDE (g)
Au Wave Form PDE (wahw)
Jds Weak Form PDE (w)

&) PDE, Boundary Elements (pdebe)
AU Cofficient Form Boundary PDE (cb)
Au Coefficient Form Edge PDE (ce)
A efficient Earm Point PD A
U General Form Edge PDE (ge)
Au General Form Point PDE (gp)
Jds Weak Form Boundary PDE (wb)
Jds Weak Form Edge PDE (we)
Jas Weak Form Point PDE (wp)

Added physics interfaces:

Laminar Flow (spf)
Au General Form PDE (g)
Au General Form Boundary PDE (gb)

Search

Add

Review Physics Interface

General Form Boundary PDE (gb)

Dependent Variables

Field name:
Number of dependent variables:

Dependent variables:

Units

Dependent variable quantity
None
Unit:
mol/m*"2
Source term quantity
Molar flux (mol/(m*27s))

4. W sekcji Select Study wybierz Time Dependant i zatwierdz klikajgc Done.

5. W Global Definitions wybierz Parameters i wprowadz ponizsze parametry.
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Model Builder
- = T

4 @ Transport i adsorbcja.mph (root)
4 @ Global Definitions
Pi Parameters

£ Materials Expression Value Description
4 T Component 1 (comp ) ) 1000[mol/m*3] 1000 mol/m® | Inlet concentration
= Definitions k_ads 1.22e-6[m"3/(mol*s)] 1.22E-6 m*/(s-... Adsorption rate constant
7\ Geometry 1 k_des 1.54e-9[1/5] 154E-91/s  Desorption rate constant
e [";‘::::‘How - Gamma_s | 950[mol/m~2] 950mol/m* | Active sites concentration
8B Fluid Propertes 1 Ds 1.31e-11[m*2/s] 131E-11m*/s | Surface diffusion coeffici...
B Initial Values 1 D 1.45e-9[m*2/s] 145€-9m*/s | Volume diffusion coeffici..
Do Wall 1 v_max 1.2[mm/s] 0.0012 m/s Maximum velocity of the...
4 Au Coefficient Form PDE (c) r 0.1[mm] 1E-4m Radius of the cylinder
B8 Coefficient Form PDE 1 H 1.2[mm] 0.0012m Hight of the cylinder
Saw Zero Flux 1
i Initial Values 1
4 Au General Form Boundary PDE (gb)
“mw General Form PDE 1
mw Initial Values 1
A\ Mesh 1
4~ Study 1
[\ Step 1: Time Dependent
& Results
AN = R
Name:

v Parameters

»
Name

6. Dodaj pierwszy walec (Cylinder) reprezentujgcy komore reaktora o promieniu r i wysokosci H.

2 Sty 1
I Step 1 Tme Dependent

B Results

~ #| Settings

% Build Selected ~ [ Build Al Objects
Labek:  Cylinder1
~ Object Type

Tpe: [ Solid

Size and Shape
Height: H

~ Position

x 0
¥ o

= 0

v mis

Adstype: [ z-axis

~ Rotation Angle
Rotation: 0

~ Coordinate System
Work plane: | xy-plane

Layers

¥ Selections of Resuting Entities

Graphics

aa@e @ -

0]

HlklE @EE06 R

B @ 8§

~xEEE> DHea as8

x10%m
s

l]—5

05

x10%m

New 50
x10% m

Messages Progress Log Table

7. Dodaj drugi walec reprezentujacy powierzchnie katalityczng. Wprowadzamy promien r,
wysokos¢ 0.2*H oraz pozycje na osi z wynoszgcg 0.4*H. Zmien Object Type na Surface.

Awm
7 Sty 1
1 Step 1 Time Dependent
@ Reauts

Selected ~ 8 Build All Objects
Labek:  Cylinder2

~_Object Type

)

Tpe: | Suface

~ size and shape

Radius: 1
Height: 02'H

~ positon
% 0

v 0

= oaH

v nis

Adstype: [ zaxis

~ Rotation Angle

Rotation: 0

~ Coordinate System

Work plane: | xy-plane
Layers

~ Selections of Resuling Entities

Lriakk: QEEEBER B@RE

~B

x10% m
B

EE-> @B8e a&

x10% m

Contributeto: | None <] [ New 0

[] Resulting objects selection x10% m

8. Aby utatwié¢ definiowanie warunkdéw brzegowych utwérz Selection, ktéry bedzie fragmentem
brzegu reprezentujgcym powierzchnie katalityczng. Wybierz Definitions>Selections>Explicit.
Zmien nazwe na pow. katalityczna oraz w Geometric Entity Level wybierz Boundary. W oknie
graficznym wybierz powierzchnie boczng mniejszego walca.
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& aa@e@l L-hkz as@ R OOEY ~BAIF> @0e a8

s
~ Input Entities 70

P 3

B

Adtive

) Al boundaries

] Group by continuous tangent
v Outpu Entites

Selected boundaries +

-
A esn 1
4 Sty |
1 Step 1 Time Dependent
B ests

9. Dodaj zmienng (Variables) dla cztonu reakcyjnego Rs w postaci wyrazenia
k_ads*c*(Gamma_s-cs)-k_des*cs.

Model Builder Settings ~ %/ Graphics
- T+ m QaReE Lk =@ R B@EY ~sEAEE> @0 a&
Label: Variables 1 5] 0% m o
Geometric Entty Selection e Li 2
Geometic entitylevet: | Boundary > |
‘ : l
s B - 7
Active 10 B N
3 & ‘ ‘
\
~ Variables l
T T | |
\
-
z r} o
S SR
Inbox e
x10% m
10. Z biblioteki materiatéw dodaj predefiniowany materiat Water, liquid.
~* Settings Graphics
Vaterial QaQ@ @[ Lyl B= R B@EY ~BEE0°> @B8e o&
Labek:  Water, liquid B 05 m o
® )
B ¥
S
¥ Material Contents. x10% m
K(T1/K]...
4 Step 1: Time Dependent oK. [mte
@ Results
.

Yol ox

Appearance X105 m

11. W Laminar Flow (spf) warosSci gestosci i lepkosci zostang odczytane z dodanego materiatu
Water, liquid. Dodaj warunki brzegowe — Inlet oraz Outlet aby poprawnie zdefiniowac
przeptyw wody. Inlet zadaj na dolnej podstawie walca i w polach tekstowych Velocity field
wprowadz sktadowe x=0, y=0, z= (v_max/rAr2)*(rA2 - (xA2+y"2)). Na goérnej podstawie walca
zdefiniuj Outlet i wprowadz wartos¢ cisnienia 1[atm)].
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v *# Settings

Label: Inlet 1
~  Boundary Selection

Selection: | Manual

i

Active

Override and Contribution
Equation
~ Boundary Condition
Velocity

~ Velocity

1]

&P

uw

o
(Va2 (2 - (A 2+y"2)

AL =

B8Ry ~AEE> @B a8
o
s><10'5m
U
1
107 m
0s

v

12. Kliknij General Form PDE i wprowadz sktadowe strumienia w polach tekstowych Conservative

flux: -D*cx+c*u, -D*cy+c*v, -D*cz+c*w dla sktadowych x, y oraz z. W polu Source Term

wprowadz 0. Na dolnej podstawie walca zadaj warunek brzegowy Dirichleta na stezenie

rowne c0.

4 Study 1
4 Step 1: Time Dependent

B Resuts

Label: General Form PDE 1

~ Domain Selection

Override and Contribution

Equation

o &

~ Conservative Flux

Source Term

0

Damping or Mass Coefficient

mol/(m’s)

mol/(m’s)

f

d 1
~ Mass Coefficient
e,

. 0

2

RN

~xEBEE-> @0 o=

X107 m

13. Zdefiniuj warunek brzegowy typu Flux/Source na gérnej podstawie walca. W polu tekstowym

Boundary Absorption/Impedance Term wprowadz wyrazenie: nx*u+ny*v+nz*w.

14. Zdefiniuj warunek brzegowy na
Boundary selection wybierz pow.

wprowadz -Rs.

Label: Fluc/Source 1
~ Boundary Selection

Selection: | Manual

Override and Contribution
Equation
Boundary Flux/Source

Boundary Absorption/impedance Term

g0
4

powierzchni

Lov byl b = ®

BEEYE ~AEE> @8e a8

x10%m
>0

wy

X107 m

katalitycznej. Dodaj Flux/Source, w oknie

katalityczna, a w polu tekstowym Boundary Flux/Source
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T = R seEY ~HEE> @Ba a8
Labet Fla/Source2 5 -

~  Boundary Selection S 9

Selection: |_pow. kataltyczna

‘
]

B -
Active 10 B
13 &

Ketalityczna
indary System 1 (sys1)
1

oy 1
der 1 (cy1)

Override and Contribution

Equation

[ ~ Boundary Flux/Source

g s mols) 107 m
Boundary Absorption/impedance Term os
- { o
AMesh1 2 S
47 Study 1 y z —
Results b
a x10% m

15. Zdefiniuj interfejs opisujgcy proces transportu i reakcje na powierzchni katalitycznej. Kliknij
General Form Boundary PDE, w oknie Boundary Selection zmien domene w ktérej

rozpatrywany jest proces z All boundaries na zdefiniowang wczesniej selekcje pow.
katalityczna.

R seay ~B5E@> @B a8

Labet: =)
Name: gb , 2

~ Boundary Selection
: | pow. kataltyczna

ndary System 1 (sy51)
1

oy 1
dert

~ units
Dependent variable quantity
None

Unit:

mal/m?2
Source term quantity
Molar flux (mol/(m*2°5)

Dependent Variables

R S e Dependent Lo o
& Results 5
16. Zdefiniuj réwnania. Wprowadz odpowiednie wyrazenia na strumien dyfuzji powierzchniowej

w polach tekstowych Conservative flux: -Ds*csTx, -Ds*csTy, -Ds*csTz dla sktadowych x, y oraz
z. W polu Source Term wprowadzamy Rs.

-
A M
4 Study 1
4 Step 1: Time Dependent
ults

G Res

Label:  General Form PDE 1

~  Boundary Selection

Selection: |_All boundaries

1 (ot applicable)

H
6 (not applicable)

Override and Contribution

Equation

~ Conservative Flux

)

I Dsal
s
Source Term

Rs

mol/(ms)

mol/(m's)

f

~ Damping or Mass Coefficent
4 [T

¥ Mass Coefficient

e,

. [0

®) ~»EBEE> @0e o&

5 X10%m
95

J

x10% m

X105 m

17. Utworz siatke. Kliknij wezet Mesh 1, w Mesh settings z listy Sequence type wybierz User-
controlled mesh. Jako gtéwng siatke w objetosci skorzystamy z domysinej kalibracji dla Fluid
Dynamics. Jako rozmiar wybierz Extra coarse. Dodaj Free Tetrahedral z opcjg Remaining i
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dodatkowy Size. W nim z listy Geometric entity level wybierz Boundary oraz w oknie Selection

wybierz pow. katalityczna. W polach Minimum element size i Maximum element size
wprowadZ odpowiednio: 1.0E-5/5 oraz 4.0E-5/5.

z Qaa¢l L-uniE @SN S6EN ~ANDc AA=E a8
® Build Selected @ Build Al
Labet Sae =

~_Geometric Entity Selection

Geometric entitylevek | Boundary
Selecton: pow.katalityczns

:

Acive 10
[

Element Size

Calbrate for:
e 1 General physics

Predefined | Nommal

© Custom

~  Element Size Parameters

Z) Maximum dement sze

18. Rozwin wezet Study 1, nastepnie kliknij Step 1: Time Dependent i w polu tekstowym Time
Dependant sekcji Study Settings wybierz jednostke czasu min oraz wprowadz w polu
tekstowym Output Times: 0 0.001 0.01 0.1 0.5 1 range(2,2,50) range(60,10, 600).

- Settin Graphics  Convergence Plot 1 Convergence Plot 2

t QaRe¢lE L-hkk 3@SEER BE@RY ~AEE°> @Be a8
© UpdateSoluion

= Comy o
Labet. Trme Dependient B
x10% m
~ Study Settings .
Time unit: |_min - | @ )
0001001 0,105 1range(2.2,50) range(e0,10, 600) min L] i
e | Physics controled -
Results While Soling Sl
~ Physics and Variables Selection
] Moify physicstree and variablesfor study step
Solve for
~
“ =
= | X107 m
os
Values of Dependent Variables
Mesh Selection
study Extensions
z 1 o
Y. x e
- s
A Step 1: Time Dependent s
", Solver Configurations: x10% m

19. Uruchom obliczenia. Przygotuj wykresy predkosci oraz stezen c i ¢s. Przeanalizuj zmiany jakie
zachodza w trakcie procesu.

- [Grap Convergence Plot 1 Convergence Plot 2
Qaat iz =@E0 8 a6
Pt = = o
Time=20 min Slice: Dependent variable ¢ (molim®)
Labek Concentistion @
x10% m x10°
~ osta s 11
4 S
Dataset: | Study VSohution 1 (sll) gl ‘
ek B8 1
Time (miny: | 20 =
Tide | 0.9
~ plot settings 1
View: | Automatic B
07
7 Plot data et edges
Color. |_Black 0.6
Fame | Matenal X Y,2) 107 m
05
05
~ Color Legend
= 0.4
7 Show legends
0 s imum values
03
Test color: | Black 0.2
B bport
R Repons Number Format H ° o1
Y x
window settings L
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Zadanie 2. Sporzadz wykresy ilustrujgce ewolucje (zaleznos¢ od czasu) catkowitej ilosci sktadnika w

reaktorze J. cdV oraz sktadnika zaadsorbowanego c,dA. Podpowiedz: mozna to zrobic

reaktor pow. kata-

lityczna

poprzez zdefiniowanie catek objetosciowej i powierzchniowej w wezle Derived Values.

< Graphics Convergence Plot 1 Convergence Plot 2
Qa@ el L byl = R B@EE ~EBEE> @Be o8
= Evaluate v o
Label: Surface ntegrtion 2 (5]
x10% m
~ Data
s
Oataset Study 1/Solution 1 soll) gl d y
Time seecton: [ Al S - — W
Selection
1
Selction: | pow.kataltycina 5
=3+
s o -
Adive |10 g &
" &
| X107 m
~ Expressions S Lo |
0s
Expression Unit  Description
mol | Dependent varablecs
( )
z ( g o
vob x &
S o
0 S5
Expression: x10% m
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5.2. Kinetyka naweglania stali

Wprowadzenie. Naweglanie jest procesem przemystowym, w ktérym dyfuzyjny transport masy
odgrywa zasadniczg role. Na powierzchnie nisko-weglowej stali jest dostarczany wegiel, ktéry po
przejsciu przez granice dyfunduje w gigb stali w temperaturze ok. 870-980 °C. Czas naweglania to
zazwyczaj od kilku do kilkunastu godzin.

Rozpatrujemy naweglanie z fazy gazowej. Szybkos¢ naweglania jest w tym modelu determinowana
przez kombinacje dwdch proceséw:

(i) przenikania wegla z atmosfery gazowej do ciata statego przez granice faz,
(i) dyfuzji wegla w stali.

Zaktadamy geometrie jednowymiarowgq procesu oraz brak zmiany objetosci molowe;j sieci krystalicznej
stali podczas procesu naweglania (zatozenie to jest poprawne dla dyfuzji miedzyweztowej). Rozktad
stezenia w stali (x > 0) w dowolnej chwili t > 0 bedzie opisany funkcjg c(x, t). Granica stal/atmosfera
odpowiada wspétrzednej x = 0 (Rys. 5-4).

gaz zawierajacy stal
wegiel |
CL ' B

reakcja chemiczna

— A v
na pow1 erzchni

Cs

c(x,1)

i warstwa
i brzegowa

l«—— granica (interface)
x=0

Rys. 5-4 Schematyczne przedstawienie transportu wegla w procesie naweglania.

v

Przyjmiemy, ze gtéwnym procesem transportu wegla w stali jest dyfuzja miedzyweztowa, natomiast na
zewnatrz stali atmosfera gazowa jest jednorodna o stezeniu c.. Oznacza to, ze stezenie ¢, wegla w fazie
gazowej na ,zewnetrznej” powierzchni stali (co uwzglednimy w warunku brzegowym) jest state. W
roztworze statym stopu Fe—C atomy wegla znajduja sie w potozeniach miedzyweztowych fazy a-Fe lub
y-Fe. Moga sie one przemieszczad jedynie z jednego potozenia miedzyweztowego do drugiego. Jest to
prosty mechanizm miedzyweztowy, zwany takze mechanizmem weztowym bezposrednim (Rys. 5-5).

0000000000

Rys. 5-5 Przeskoki atoméw w bezposrednim mechanizmie weztowym — jeden z mechanizmoéw dyfuzji.
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Naweglanie bedzie modelowane prawem Ficka dyfuzji w stali oraz odpowiednim warunkiem
brzegowym opisujgcym transfer poprzez granice faz. Stata materiatowa charakteryzujgca dyfuzje to
wspotczynnik dyfuzji, D (m?/s), ktéry w ogélnym przypadku moze zaleze¢ od pofozenia i stezenia wegla.
Przejscie (przenikanie) wegla przez brzeg jest charakteryzowane przez wspdfczynnik szybkosci
transferu masy, (m/s). Strumien dyfuzyjny ma zatem postaé

J=-D=, (5.12)

ale na brzegu (x = 0) strumien jest wyrazony warunkiem:

J|,_, = Ble, —cq), (5.13)

€0 0znacza, ze strumien przez brzeg jest proporcjonalny do skoku stezenia. W (5.13) symbol ¢s oznacza
stezenie wegla na brzegu, ale od strony stali, ¢; = ¢(0,t). Mamy wiec nastepujgcy uktad réwnan:

oc oc oJ

J=—D—, — + — =0, xe(0,),t>0,
ox ot  oOx
|\ A —
|prawo Ficka Bilans masy (prawo zacho- (5 : 14)
-wania). Brak zZrédet.
J|,_o=plc,—c(0,t)), t>0.
Podsumowujac, dwa gtéwne parametry, ktére opisujg szybkos¢ naweglania w tym modelu to:
(i) wspotczynnik transferu masy przez granice, S, (wspotczynnik sprawnosci przekazywania

wegla z atmosfery gazowej do powierzchni naweglanej),
(ii) wspotczynnik dyfuzji wegla w stali, D(x, c).

Warunki poczatkowe i brzegowe. Przyjmujemy, ze rozktad wegla w stali nie naweglonej
powierzchniowo jest jednorodny w cafej objgtosci, zatem stezenie poczatkowe, C,,,, jest state w catej

prébce

c(x,0) =c, x>0. (5.15)

ocz ’

Formalnie, problem (5.14) jest okreslony na nieskornczonym odcinku, xe[0, o]. W obliczeniach musimy
jednak ograniczy¢ sie do pewnego skonczonego obszaru o szerokosci L > 0. Zatem x<[0, L]. Grubos¢ L
wybieramy na tyle duza, aby w przewidywanym czasie symulacji dyfuzja nie dotarta do drugiego kornca

(L > /Dt), na ktérym zaktadamy zerowy strumien (uktad zamkniety), J|,_,=0, lub warunek, ze

stezenie jest rowne stezeniu poczatkowemu, ¢, = ¢(L,t)=Cpocz. W praktyce oba warunki prowadzg do
podobnych wynikéw, jezeli tylko dyfuzja nie dotrze do drugiego brzegu. Podsumowujac bedziemy
szukaé rozwigzania nastepujgcego problemu

% Y o =%, xe,1),t20,
ot  0ox ox

(5.16)
Jlxzo:ﬁ(CL —C(O,t)), C(Lrt):CP' t=0,

c(x,0)=c xe(0, L),

pocz ?

lub
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% Y o =%, xe,1),t20,
ot  ox ox

J,o=Blc,—c(0,t)), JI|,,=0, t=0,
x€(0, 1),

c(x,0)=c

pocz ?

(5.17)

Zadanie 1. Wykonac projekt 1D w COMSOLu, ktéry bedzie symulowat opisany problem naweglania.

Przyjg¢ nastepujace dane:

L(m/s) | D(m?/s) | c (mol/m?) | cpoc: (Mol/m3) | L (mm)

2.5-103 | 1.1-10% 2 0.01 15

Przyja¢ nastepujace czasy (s):00.10.512 5 10 50 100 200 300 400 500 3600 7200 10800.

Zadanie 2. (Rozwiniecie Zadania 1) W praktyce podczas naweglania stosuje sie proces cykliczny , w
ktorym np. stezenie powierzchniowe gazu naweglajgcego zmienia sie w czasie (najprostszy przypadek

to dwuetapowe naweglanie). Mozna takze obnizy¢ temperature co prowadzi do obnizenia
wspotczynnika dyfuzji D. Celem takiego procesu jest uzyskanie profilu nasycenia weglem, ktory jest

bardziej wyréwnany w poblizu powierzchni (poprawia to twardo$é powierzchniowg stali).

Zastosowac rézne warianty cyklicznego procesu naweglania:

(@) Zmienne B3, np.

ﬁ(t):{ﬁl dlat<t,,

ﬂz dla tbr <t£tkoniec' (518)

gdzie <<f:. Dobrac tak parametry /i, (%, tsr aby uzyskac profil wegla z maksimum stezenia
wewnatrz stali w poblizu powierzchni.

(b) Zmienne ¢, Podobnie jak dla £, ale tym razem obnizamy stezenie w atmosferze gazowej, np.

¢, dlat<t,,
c(t)=1 " (5.19)
dlat, <t<t

L,2 koniec *

Poniewaz nawet przy zerowym stezeniu gazu naweglajagcego wegiel nie bedzie opuszczat stali,
wiec nalezy przyjac ograniczenie, ze strumien nie moze by¢ skierowany na zewnatrz stali (uzy¢
w tym celu funkcji abs, ktore oblicza wartos¢ bezwzgledng liczby).

(c) Wprowadzi¢ zmiennos¢ wspotczynnika dyfuzji w zaleznosci od temperatury wg wzoru
D(T)=1.2-10"° exp(—32000/(RT)) [m* /s, (5.20)

i przetestowaé wpltyw zmiany temperatury w trakcie naweglanie na profil stezenia wegla w
stali.

Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimmension
wybieramy 1D.
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2. W oknie Select Physics wybierz interfejs General Form PDE (g). Zmien nazwe zmiennej na ¢,
oraz wybierz jednostki Concentration (mol/m#3) oraz Reaction rate (mol/(m"3*s)).

Select Physics Review Physics Interface

Search General Form PDE (g)

4 (D Recently Used .
Au General Form PDE (g) Dependent Variables

Au General Form Boundary PDE (gb) Field names d
Au Coefficient Form PDE (c) )
X AC/DC Number of dependent variables: 1
))) Acoustics Dependent variables: c
= Chemical Species Transport
Heat Transfer
Au Mathematics
+
Units

Dependent variable quantity
Concentration (mol/m*3) v
Source term quantity

Reaction rate (mol/(m*3*s)) N

Add
Added physics interfaces:
3. W sekcji Study wybierz Time Dependent i zatwierdz projekt klikajgc Done.

4. Zdefiniuj parametry wystepujgce w modelu, wprowadzajac je do tabeli w Parameters, tak jak
na ponizszej grafice.

~ Parameters

B Resuits

5. Utwodrz domene obliczeniowa. Prawym przyciskiem kliknij Geometry 1 iz listy wybierz Interval.
W polu Right endpoint wprowadz L i kliknij Build Selected.
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ting -1 G
e s B-—XN =e=RE ~EBE2E8> a8
 Build Slected + B Buid All Objects
" o
Labet Intervel 1 (5]
~ intenval
~ Selections of Resulting Enttes
L Contrbutetor [ None <] [ New
AwMent [ Resuting objects
i Sy, Show in physic
JA- Step 1: e Dependent
Results
) 0001 0002 D003 ©.ooa 0005 D005 0007 0.008 0009 001 0ol 0012 0013 0014 0015

6. Wprowadz rownania opisujgce dyfuzje wegla. W General Form PDE, wprowadz wyrazenie na
strumien: -D*cx i wyzeruj Source Term. Zadaj warunek poczatkowy réwny cO.

8= ~EEE> a8

Labe: Gen

‘orm PDE 1 (S|
~ Domain Selection

Selection: | All domains

5]

Active

Override and Contribution

47 study 1
L Step 1: Time Dependent
& Results

Equation

~ Conservative Flux

r oo mol/(ms)
Source Term

0 mol/(m’s)

f

= Damping or Mass Coefficent

4 1 1
~ Mass Coefficient

e,

0

) 0001 0002 .003 0004 0005 0.006 0007 0008 0009 001 0011 0012 0013 0014 0015

7. Zdefiniuj warunki brzegowe. Na lewym brzegu (x=0), reprezentujgcym kontakt stali z faza
gazowa, wprowadz warunek brzegowy Flux/Source. W polu tekstowym Boundary Flux/Source
wprowadz: beta*(cL-c). Poniewaz uktad jest poét-nieskonczony, domysiny warunek brzegowy
Zero Flux 1 jest odpowiedni na prawym brzegu (x=L).

Labek Flux/Source 1 =]
~  Boundary Selection

Selection: | Manual

@)
2]

Active

Override and Contribution

Equation

4
A Step 1: Time Dependent = Boundary Flug/source
& Results
9 bewicl-q molm's)

Boundary Absorption/impedance Term

= T T T T T T T T T T T T T T T
o .01 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 001 0011 0012 0013 0014 0015

8. Utwodrz siatke obliczeniowg zageszczong przy lewym brzegu. Jako Element Size wybierz
predefiniowany rozmiar Extremely Fine. Klikajgc prawym przyciskiem wybierz z listy Edge, a
nastepnie klikajagc na dodany Edge wybierz Size. W oknie Selection wybierz lewy brzeg i

wprowadz parametry: Maximum element size: L{10000 oraz Maximum element growth rate:
1.15.
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ting ~# Graphics
B == § ~EEE> o=
) Buid Selected B Buid Al
L) o
Label: Size 1 (S}
= Geometric Enity Selection
Geometic enity levet: | Boundary
Selection: Manual
& -
B ¥
Element Size. D
Calirate or
5 ool ooz 0003 0004 0005 0005 0.007 0008 0009 001 0011 0oz 0013 0014 oo1s

9. Zanim uruchomisz symulacje dodaj elementy, tzw. prébniki (and. Probes), ktére beda
przydatne w ,,postprocessingu” wynikdéw. Pierwsze trzy pozwolg na obserwacje zmian stezenia
w funkcji czasu w danym punkcie. Kliknij prawym przyciskiem na Definitions i z listy wybierz
Probes>Domain Point Probe. Dodaj trzy prébniki i kazdemu z nich przypisz kolejno
wspotrzedne: 0.01*L, 0.02*L oraz 0.05*L.

Model Builder t ~ % Graphics
ot B P - Qaa@ @@ L B-N ==EF ~AEE> a8
e ek L.nph (ro0t) © Updste Resuts =
‘ Labek DomainPointProbe 5]
~ point Selection
Frame: [ Spotial (1,
13 boor 0002 0003 0004 0.005 0006 0007 0008 0.005 001 0011 0oz 0013 0014 001s

10. Drugim typem prébnika bedzie Domain Probe, ktéry postuzy do wyliczenia catkowitej ilosci
wegla w funkcji czasu. Kliknij prawym przyciskiem na Definitions i z listy wybierz
Probes>Domain Probe. Zmien Probe Type na Integral i w polu Expression wpisz wyrazenie c*A.

BN ==& ~BE@> a8

 Update Resuts
s )

Labek Domain Probe 1
Varisble name: dom
~ probe Type

[pe [imega 7

Source Selection

Selection: | All domains.

4 Study 1

4 Step 1: Time Dependent
@ Results

[ Description

Integration Settings
Table and Window Settings

) 0001 0002 .00s 0004 0005 0.006 0.007 0008 D009 001 0011 D012 0013 004 0015

11. Wykonaj obliczenia dla czaséw: 00.10.5125 10 50 100 200 300 400 500 3600 7200 10800 s.
Przeanalizuj wykresy. Przygotuj i odpowiednio sformatuj trzy wykresy: 1) rozktad stezenia
wegla w prébce dla réznych czasdw, 2) zmiana stezenia w funkcji czasu dla réznych Point Probe
oraz 3) zmiana catkowitej zawartosci wegla w prébce w funkcji czasu.
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~ % Graphics Probe Plot1 Convergence Plot 1
CUCRCR:Y::] 2 B—-N ==& ~EBEE°> a8

= Compute C Update Solution
o

Labe: Time Dependent
v Study Settings.

Time unit: [ s

(e 00103125 1050 10020300 s n 020 1810)

Tolerance: Physics controled
Results While Soling
~ Physics and Variables Selection

Modify physics tree and variabls for study step

" Physi Solvefor Discretization

General Form PDE (g) 4

Values of Dependent Variables
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Study Extensions
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Zadanie 3. Rozwiniecie Zadania 1 — zapisz przygotowany plik pod nowa nazwg i wprowadz opisane
ponizej modyfikacje.

W praktyce naweglanie prowadzi sie cykliczne, tj. stezenie gazu naweglajacego zmienia sie w czasie
(najprostszy przypadek to dwuetapowe naweglanie). Mozna takze obnizy¢ temperature co prowadzi
do obnizenia wspdtczynnika dyfuzji D. Celem takiego procesu jest uzyskanie profilu nasycenia weglem,
ktory jest bardziej wyréwnany w poblizu powierzchni (poprawia to twardos¢ powierzchniowg stali).

Zastosuj rézne warianty cyklicznego procesu naweglania:
(a) Zmienne B3, np.

p, dlat<t,,

(5.21)
B, dlat, <t<t

Bt)=

koniec ?
gdzie /% << 1. Wykonaj testowe obliczenia dla réznych wartosci parametréw /i, f, tur, tak aby
zaobserwowac ich wptyw na proces wnikania wegla do stali. Wartosci wspétczynnikéw
whnikania, powinny réznic sie o kilka rzedéw wielkosci. Zdefiniuj nowe parametry betal, beta2
oraz tbr.

Podpowiedz: Réwnanie (5.21) mozna wprowadzi¢ modyfikujgc wyrazenie na strumien za
pomocga funkcji if, ktorej sktadnia to: if(warunek, wynikl, wynik2). W naszym przypadku
powinna by¢ zdefiniowana jako wyrazenie: if(t<=tbr,betal,beta2)*(cL - c).

Model Builder NG ~ % Graphics ProbePlot1 Convergence plot 1
aa@@ @ L B ==& ~EBE8> a8

Labet Flu/Source 1 B o

~ Boundary Selection

Selection: | Manual

So@ 4

Override and Contribution
Equation

Boundary Flux/Source

) mol/(ms)

Boundary Absorption/impedance Term

(b) Wprowadz zmienny wspdtczynnik dyfuzji zalezny od temperatury:

D(T)=1.1-10"° exp(—32000/(RT)) [m* /5], (5.22)
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aby przetestowac wptyw temperatury naweglania na profil stezenia wegla w stali.

Podpowiedz: Zdefiniuj parametr T w wezle Parameters, ktéry bedzie przechowywat wartosé
temperatury i wykorzystaj go w Parametric sweep w wezle Study. Wspotczynnik dyfuzji zdefiniuj jako
zmienng DT wzorem: D*exp(-32000/R/T) wezle Variables.

Bibliografia

1. A. Moszczynski, "Naweglanie gazowe stali", Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, 1983.
2. M. Blicharski, Inzynieria materiatowa, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2017.
3. W.D. Callister, Jr., D.G. Rethwisch, Materials Science and Engineering, Wyd 8, Wiley, 2011.



5.3. Zjawisko Halla — czujniki ABS i ESP

Woprowadzenie. Zjawisko Halla zostato odkryte w 1879 r. przez amerykanskiego fizyka Edwina Halla
podczas pracy nad doktoratem. Polega ono na powstawaniu napiecia (réznicy potencjatow
elektrycznych) w przewodniku z ptyngcym pradem, ktéry jest umieszczony w polu magnetycznym
prostopadtym do kierunku pradu (tak na prawde wazne jest, aby pole magnetyczne nie byto
rownolegte do kierunku przeptywu pradu) — Rys. 5-6. Napiecie to zalezy od natezenia pradu
przeptywajacego przez przewodnik (lub podtprzewodnik) oraz od wartosci zewnetrznego pola
magnetycznego.

Zjawisko to jest wykorzystywane w wielu dziedzinach nauki i techniki. Na przyktad w przemysle
motoryzacyjnym czesto stosuje sie tzw. czujniki hallotronowe jako czujniki predkosci obrotowej,
potozenia watu korbowego lub watka rozrzadu, jako czujniki przyspieszenia czy czujniki wychylenia
katowego. W dawniejszych rozwigzaniach uktadéw zaptonowych efekt Halla byt wykorzystywany jako
element nadajnika impulséw zaptonowych (zastepowat w tej roli wczesniej uzywane mechaniczne
rozdzielacze zaptonu).

Rys. 5-6 Schemat powstawania napiecia Halla V4. Prad o natezeniu / traktujemy jako ruch elektronéw (tadunek
e) z predkoscig v. Zwrot v jest przeciwny do pradu (zgodnie z konwencjg, ze zwrot pradu jest zgodny z ruchem
tadunkéw dodatnich).

Teoria. Jakosciowe wyjasnienie klasycznego zjawiska Halla opiera sie na obserwacji, ze prad
elektryczny jest uporzadkowanym ruchem nosnikéw tadunku. W metalu sg to elektrony. Jezeli
przewodnik jest umieszczony w polu magnetycznym B prostopadtym do kierunku przeptywu pradu /,
to na poruszajgce sie elektrony dziata sita Lorentza (szczegdty nizej) prostopadta do predkosci
elektronow (a wiec takze do pradu) oraz do pola magnetycznego. Powoduje ona zatem odchylanie
strumienia elektronéw w jedng strone przewodnika powodujgc tam nadmiar tadunku ujemnego, a po
przeciwnej stronie nadmiar tadunku dodatniego. W efekcie tego rozdzielenia pojawia sie pole
elektryczne w kierunku prostopadtym do pola magnetycznego i pradu.

Na tadunek g poruszajacy sie z predkoscig v w obszarze gdzie wystepuje pole magnetyczne B dziata
sita Lorentza

F = guv xB. (5.23)
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Z tego wzoru wynika, zZe sifa ta jest prostopadta do v i B. Wyrazenie na site (5.23) upraszcza sie gdy
wektory predkosci i indukcji pola magnetycznego sg prostopadte, v L B. Wtedy wartos¢ tej sity wynosi®

F =quB. (5.24)

Jak juz wspomniano, w przewodniku (lub pétprzewodniku), w ktérym ptynie prad o natezeniu |/
poruszajg sie tadunki. Jezeli taki przewodnik umiescimy w zewnetrznym polu magnetycznym, najlepiej
prostopadtym do przewodnika, to na poruszajgce sie w nim elektrony bedzie dziata¢ sita o wartosci
(5.24) powodujgca odchylenie tadunkéw w jedng strone przewodnika. Zatem po jednej stronie bedzie
nadmiar elektronéw, a po drugiej ich niedobér. Powstaje rozdzielenie tadunku powodujace pojawienie
sie pola elektrycznego Ey o kierunku prostopadtym do przewodnika (jest to stwierdzenie przyblizone
dla przewodnikéw o skonczonej dtugosci). Pole to wytwarza napiecie Vy (napiecie Halla). Jezeli przyjaé
przyblizenie, ze pole E4 jest state, a szerokos¢ przewodnika wynosi L, to otrzymujemy (por. Rys. 5-6)

V,~E,L (5.25)

Wartos$¢ pola Ey mozna oszacowac przyjmujac, ze sita Lorentza (5.24) zrownuje sie z sitg elektryczng
gEn pochodzaca od pola elektrycznego, gEn = qUB, skad

E,~vB = V,~UBL (5.26)

Mozemy teraz wyrazi¢ napiecie Halla przy pomocy natezenia pradu /. W tym celu zatézmy, ze przekroj
przewodnika jest prostokgtem o szerokosci L i wysokosci d. Wtedy / = (nev)/(Ld), gdzie n jest gestosciag
nosnikéw tadunku (np. elektronéw) wyrazong jako liczbach nosnikéw tadunkéw na objetos¢ oraz e to
tadunek elementarny. Stad v = I/(neLd) co po wstawieniu do (5.26) daje

1B

V., ~ .
" ned

(5.27)
Jak wida¢ napiecie Halla jest proporcjonalne do natezenia pradu i do pola magnetycznego, a odwrotnie
proporcjonalne do wysokosci d (grubosé ptytki). Zaleznos¢ ta wyjasnia takze dlaczego wazne jest aby
podstawowy element czujnika Halla byt w postaci cienkiej ptytki (mate d powoduje, ze napiecie Vy
staje sie wystarczajgco duze). W praktyce taki przewodnik uzyskuje sie np. napylajgc na podtoze z
izolatora (szkto, polimery) warstwe metalu lub pétprzewodnika.®

W?z6r (5.27) zostat wyprowadzony przy pewnych zatozeniach i jest przyblizony — ale jakoSciowo dobrze
opisuje zjawisko. Przede wszystkim zatozono, ze pole elektryczne jest state i prostopadte do kierunku
przeptywu prgdu. Mimo tego w wielu przypadkach wzér ten daje dobre rezultaty.

Doktadny opis i sformutowanie problemu w 2D. W celu doktadniejszego opisu zjawiska Halla
wykorzystamy nastepujgcy model. Cienka prostokatna metalowa ptytka lezy na ptaszczyZznie XY — Rys.
5-7. Gérna krawedz ma przytozony potencjat Vi lezy na prostej y=H, a dolna ma potencjat 0 i lezy
na prostej y=0. Ta rdznica potencjatdw powoduje przeptyw pradu w kierunku OY. Plytka jest
umieszczona w polu magnetycznym B = [0, 0, B] czyli linie pola magnetycznego sg prostopadte do

° Przypomnijmy diugosé iloczynu wektorowego: |axb|=|a||b|sino. gdzie a to kat miedzy wektorami. Gdy
wektory sg prostopadte, to o = n/2 zatem sin(a) = 1.

10w oryginalnym dos$wiadczeniu przeprowadzonym przez Halla w Johns Hopkins University byta to cienka folia
ze ztota przymocowana do szklanej ptytki. Poprzednie eksperymenty wykonywane przez prof. Rowlanda
(promotor Halla) zakonczyly sie niepowodzeniem (nie moina bylo wykry¢é powstajgcego napiecia), gdyz
przewodnik byt zbyt gruby.
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ptaszczyzny XY. Naszym zadaniem jest teraz wyznaczenie rozktadu potencjatu elektrycznego V=V(x,y)
w ptytce. Znajomosé pola potencjatu da nam w szczegdlnosci réznice potencjatéw pomiedzy
krawedziami ,,pionowymi” (czyli — napiecie Halla).

Z elektrostatyki wiadomo, ze potencjat w przewodniku metalicznym, w ktérym ptynie stacjonarny prad
spetnia rownanie Laplace’a:

ViV =0. (5.28)

Warunki brzegowe na gornej i dolnej krawedzi sg oczywiste (wynikajg z przytozonego napiecia):

V(x,H)=V,,, V(x,0)=0. (5.29)
VA
y=H Ve
R B
AV=0
V=0 R
x=0 x=L X

Rys. 5-7 Geometria i warunki do sformutowania problemu wyznaczenia napiecia Halla. Wewnatrz przewodnika
(szary prostokat) spetnione jest rownanie Laplace’a dla potencjatu, AV = 0 (inny zapis, V2V = 0). Wektor pola
magnetycznego B jest prostopadty do ptaszczyzny rysunku.

Aby mozna bylo rozwigzaé¢ problem musimy jeszcze ustali¢ poprawne warunki brzegowe na
krawedziach ,pionowych” (dla x=0 oraz x=L). Podstawowym faktem, ktéry zostanie wykorzystany jest
obserwacja, ze Zadne fadunki nie opuszczajq i nie wchodzq do probki przez te krawedzie!

Gdy nie wystepuje pole magnetyczne, to prawo Ohma dla materiatu jednorodnego o przewodnosci

wtasciwej 6 ma postaé
j=oE (5.30)

gdzie j jest gestoscig pragdu wywotang polem elektrycznym E. Gdy wystepuje pole magnetyczne B, to

oprocz sity elektrycznej (Coulomba) dziata jeszcze sita magnetyczna (Lorentza), ktdrej wartosé na

jednostke tadunku wynosi vxB (por. (5.23)). Gesto$¢ pradu jest powigzana z predkoscig ruchu
1

tadunkow nastepujgco: j = nev, zatem dodatkowa sita wynosi — j xB. Uwzgledniajgc te site, rownanie
ne

(5.30) przyjmie postac

i = o + :-—eij. (5.31)

Poniewaz zaktadamy przeptyw pradu 2D (ptytka jest bardzo cienka), tzn. nie uwzgledniamy sktadowych

Z, wiec j=[jX,jy, 0], E:[EX,Ey,O]. Réwnanie (5.31) po wykonaniu operacji iloczynu wektorowego

ixB =1j,, j,, 01x[0, 0, B] = [} B, —j,B, O] (5.32)
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rozpisane na sktadowe przyjmuje postac:
. B . . B .
j =0k, —j, =0, j, =0f,——j, =0. (5.33)
ne ne

Z powyzszych réwnan wyliczamy:

B B
E,~%E, 4%,
jy_o-

Jy :O_W’ W (5.34)

Teraz mozemy sformutowac matematycznie warunek brzegowy na lewej (x=0) i prawej (x=L) krawedzi:
sktadowe strumienia w kierunku x (,,poziomym”) sg réwna zero,

J,(0,y)=0, j (L,y)=0 dla 0<y<H. (5.35)

Wykorzystujgc wzory (5.34) warunki te oznaczaja:

oB oB
EX(O,y):—Ey(O,y), Ey(Lry)z__Ex(Lry)' (536)
ne ne

Poniewaz problem jest sformutowany przy pomocy potencjatu elektrycznego (por. (5.28), (5.29)), wiec
warunki (5.36) tez powinniSmy wyrazi¢ potencjatem. W elektrostatyce zalezno$¢ pomiedzy polem
elektrycznym (natezeniem pola) a potencjatem elektrycznym to E = —VV, czyli rozpisujgc na sktadowe:
. Z—V , = —(Z—V. Te zaleznosci wstawiamy do warunkéw brzegowych (5.36). Podsumowujgc
X y

mamy nastepujacy problem do rozwigzania w COMSOLu:

dziedzina: (x,y)eQ=[0, L]x[0, H],

rownanie: AV =0 dla (x,y)eQ,

warunki brzegowe: (5.37)
V(x,H):Vapp, V(x,0)=0,
ov oB oV ov oB oV
—(0,y)=——(0,y), —(L,y)=———(L,y).
™ (0,y) ne Oy y) o (L,y) e Ox (L,y)

Zadanie 1. Znajdz napiecie Halla Vi, potencjat w przewodniku V(x,y) oraz linie gestosci pradu j w
prostokatnym przewodniku umieszczonym w prostopadtym do prostokata polu magnetycznym B.

Rozwigzanie: Z modelu matematycznego (5.37) widaé, ze w warunkach brzegowych wystepuje
(oB)/(ne). Dlatego w obliczeniach postuzymy sie parametrem A=(cB)/(ne). Dla danego metalu
wielkosci o i n sg dane i state (zaktadamy, ze ukfad jest w ustalonej temperaturze). tadunek elektronu
jest takze staty, wiec wspdtczynnik A opisuje wptyw pola magnetycznego B, do ktorego jest
proporcjonalny. Uzywajgca tego oznaczenia warunki brzegowe przyjma postaé

oV ov oV oV
=2(0,y)=A—(0,y), —I(L,y)=—-A—I(L,y). 5.38
6x( y) 6y( y) 6x( y) 6y( y) (5.38)

Najtrudniejszg kwestig w realizacji w COMSOLu bedzie wtasnie wprowadzenie tych warunkéw. W tym
celu bedzie wykorzystamy dla ,,pionowych” krawedzi warunek typu Flux/Source.

Sktadowe gestosci pradu obliczymy ze wzoréw (5.34), co po uwzglednieniu Ex = — 0V/0x, E, = — 0V/dy
oraz wyrazenia A = 6B/ne daje
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o 8V_ﬂ . o 8V/1Q

j = — — 5.39
SETE) IPVERGPY (5:39)

Ty e
Zauwazmy, ze do obliczenia gestosci pradu nie wystarczy tylko znajomos¢ wspétczynnika 2, musimy
jeszcze znac wartos$¢ przewodnosci wtasciwej o materiatu. Z drugiej strony do wyznaczenia samej
geometrii linii pradu nie jest on potrzebny, bo obie sktadowe ji i j, s jak wida¢ ze wzoréw (5.39)
proporcjonalne do tej samej statej o/(1+A?%). Dlatego w Przyktadzie 1 do wyznaczenia linii pradu
postuzymy sie wyrazeniami:

=YY Y (5.40)

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard.
W sekcji Select Space Dimension wybierz geometrie 2D.
W Select Physics wybierz interfejs Laplace Equation (Ipeq) i kliknij Add. Zmier nazwe zmiennej
w polu Dependent variables na V.

Select Physics Review Physics Interface

Search Laplace Equation (Ipeg)

4 (D Recently Used y
Au General Form PDE (g) Dependent Variables
2 Poisson's Equation (poeq) -
Dependent variabl v
AU General Form Boundary PDE (gb) A -
Au Coefficient Form PDE (<) {

Laminar Flow (spf) Units
X Ac/DC
) Acoustics Dependent variable quantity
23 Chemical Species Transport Dimensionless (1) v
Fluid Flow Source term quantity

Heat Transfer

] None -
> Structural Mechanics
4 Au Mathematics Unit:
Ay PDE Interfaces m*-2

§: ODE and DAE Interfaces
@ Optimization and Sensitivity
4 92 Classical PD

77 Poisson's Equation (poeq)
2 Stabilized Convection-Diffusion Equation (scdeq)
V2 Wave Equation (waeq)
2 Helmholtz Equation (hzeq)
V2 Heat Equation (teq)
V2 Convection-Diffusion Equation (cdeq)

eformed Mesh
5 Wall Distance (wd)
- Curvilinear Coordinates (cc)

Added physics interfaces

2 Laplace Equation (Ipeq)

4. W sekcji Select Study wybierz opcje Stationary i zatwierdz klikajgc Done.

5. Definiowanie modelu zacznij od wprowadzenia parametréw. Kliknij prawym przyciskiem na
Global Definitions i z listy wybierz Parameters. Wprowadz do tabeli dane zgodnie z ponizszg
grafika:

s Convergence Plot 1

- PeecsN S@EN ~EEE° ae
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~ Parameters ]
Name _Expression val Description 1 L
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Equation View
A Mesh1
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& Results
o L
027 r
t |4
Nome: 047 r
lam
Expres:
P 5] L
02
Description:
087 r
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6. Wykonaj geometrie. Kliknij prawym przyciskiem myszy wezet Geometry 1 i z listy wybierz
Rectangle. W polu Width wprowadz L, a w polu Height: 2*H. Zatwierdz geometrie klikajac Build
Selected.

atting ~ % Graphics  Convergence Plot 1
" aaQ¢lH - PBe@osN S@RY ~EAEE° a8
® Build Al Objects o n L L L L L L h L L L n n L n L
bR o
Labet: Rectangle B 2] T r
~ Object Type
187 r
Type: [ Soid
~ Size and Shape 1 L
16
Wi L m
Height 2'H m 1 L
2 14
~ position
Base: [ Comer c 127 L
x [0 m
v 0 m L
~ Rotation Angle
Rotaton: 0 ag 0] y
Layers
06 L
~ Selections of Resulting Entiies
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04
[ Resulting o
Showin ph
027 r
o L
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12 1 s 06 w4 0z b oz 04 os 08 1 T2 1a 1s 18 2

7. Wybierajagc w drzewie projektu Laplace Equation 1 widzimy, ze jest tam juz rownanie Laplace’a
w formie: V:(=VV)=0, co jest réwnowazne AV = 0.
8. Na gornym brzegu (y=2) zadaj staty potencjat. Kliknij prawym przyciskiem na wezet Laplace

equation i wybierz z listy Dirichlet Boundary Condition. W polu Prescribed value of V wprowadz
Vo.
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10. Zdefiniuj warunki brzegowe na krawedziach ,,pionowych” (lewej i prawej). Tym razem jako typ
warunku brzegowego wybierz Flux/Source. Nastepnie kliknij lewg krawedz w oknie Graphics,
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rozwin Boundary Absorption/Impedence Term, aby pokaza¢ pole g. Chcemy zdefiniowad
warunek brzegowy dla x=0 na podstawie (5.38): Z—V(O,y):lg—v(o,y).Aby to uzyskaé, nalezy
X y

w pole g wpisa¢ =lam*Vy, a w polu g zostawi¢ domysine 0.
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11. Podobnie definiujemy warunek brzegowy na ,prawej” krawedzi. Tym razem jest to warunek
dla x=L, czyli g—V(L,y): /Ig—v(L,y). Tym razem bedzie podobnie, ale ze wzgledu na inny
X y
(przeciwny) kierunek wektora normalnego nie bedzie znaku minus. Zatem w pole tekstowe g
wpisujemy lam*Vy, a w polu g zostawiamy 0.
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12. Zdefiniuj siatke. Kliknij wezet Mesh, a nastepnie w oknie Settings jako Element size wybierz
Extra fine.

13. Uruchom obliczenia, kliknij Compute. Po chwili obliczenia sie skoriczg, a program wygeneruje
standardowy wykres, ktéry przedstawia potencjat V(x,y). Jak widzimy linie statego potencjatu
(linie ekwipotencjalne) nie sg rownolegte do poziomych krawedzi!
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14. Sprawdz co sie stanie, gdy nie bedzie pola magnetycznego. Poniewaz A= , wiec brak pola

oznacza, ze A=0. Wpisz zatem w oknie Parameters 0 dla parametru lam i uruchom ponownie
obliczenia. Otrzymamy nastepujacy wynik:
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Wida¢, ze linie ekwipotencjalne sg rownolegte do krawedzi ,poziomych” gdy nie ma pola
magnetycznego.

Zadanie 2. Wykonaj wykresy: (a) potencjatu w formie powierzchni (typ 2D Plot Group -> Surface); (b)
linii ekwipotencjalnych — statego potencjatu (typ 2D Plot Group -> Contour); (c) linii sit natezenia pola
elektrycznego, czyli E=-VV = [- 0V/dx, — 0V/0Oy] (typ 2D Plot Group -> Arrow Surface); (d) wykres
ilustrujacy linie przeptywu pradu (patrz réwnanie (5.31) i (5.32), nalezy wyliczyé Jx oraz Jy) — uzyj typ
wykresu 2D Plot Group -> Streamline.
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5.4. Korozja pretéw zbrojeniowych w betonie

Woprowadzenie. Korozja'! stalowych elementéw zbrojenia w betonie jest jedng z najczesciej
wystepujacych przyczyn degradacji struktur zelbetowych. Dlatego wczesna identyfikacja korozji
zbrojenia jest istotna dla bezpieczeristwa takich struktur oraz wprowadzenia witasciwych procedur
naprawczych. Modelowanie zjawisk wystepujgcych w trakcie korozji zbrojenia w zelbecie jest waznym
narzedziem, ktére w sposdb niedestrukcyjny pozwala na lepsze zrozumienie tych procesdw,
przewidywanie zachowania sie konstrukcji oraz lepsze zaprojektowanie nowo powstajgcych. Ponadto
potaczenie modelowania z pomiarami korozyjnymi na istniejgcych obiektach pozwala na duze
obnizenie kosztéw zwigzanych z monitorowaniem stanu konstrukcji zelbetowych.

Korozja zbrojenia jest przede wszystkim procesem elektrochemicznym zachodzacym na granicy
beton/zbrojenie, w ktérym zelazo — gtéwny sktadnik stali — ulega utlenianiu w $rodowisku cieczy
wypetniajgcej pory betonu:

Fe — Fe’"(aq)+2e” (5.41)

Atomy zelaza przechodzg ze struktury krystalicznej metalu do wodnego roztworu w postaci jonéw, a
nadmiarowe elektrony pozostajg w metalu i muszg by¢ zuzyte w sprzezonej z reakcjg (5.41) reakgji
redukcji. W przypadku korozji zbrojenia w zelbecie, gdy w roztworze wodnym kontaktujgcym sie z
powierzchnig metalu jest rozpuszczony tlen atmosferyczny, reakcjg tg jest redukcja tlenu

0, +2H,0+4e” — 40H (aq) (5.42)

Natomiast w odpowietrzonej wodzie lub w roztworach kwaséw nieutleniajgcych dominuje reakcja
wydzielania wodoru

2H'(ag)+2e” > H, (5.43)

Schematycznie mozemy to przedstawic jak na rysunku (Rys. 5-8) w przypadku reakcji redukcji (5.42).
Sytuacja pokazana na Rys. 5-8, w ktdrym obszary utleniania i redukcji s3 wyraznie oddzielone
(przestrzennie) odpowiada tak zwanej korozji zlokalizowanej (zwanej tez galwaniczng). W tym
przypadku powstaje co$S w rodzaju makro-ogniwa galwanicznego gdzie prad elektronowy ptynie w
metalu (elektrony s3 transportowane od obszaréw anodowych do katodowych), a réwnoczesnie prad
jonowy ptynie przez elektrolit w porach betonu od anody do katody. Innym mozliwym przypadkiem
jest sytuacja, w ktérej obszary utleniania i redukcji nie s3 oddzielone przestrzennie, to mamy do
czynienia z korozja jednorodng (ang. uniform corrosion) — tworzg sie wtedy mikro-ogniwa. W
prezentowanym projekcie bedziemy rozwazaé przypadek korozji galwanicznej, czyli z makro-ogniwami.

11 Korozjg nazywamy catkowity, samorzutny, czesto nieodwracalny, proces oddziatywania metalu z otaczajgcym
go srodowiskiem, w wyniku czego mozZe nastqgpic zniszczenie metalu.” [A. Kisza, Elektrochemia cz. Il — Elektrodyka,
WNT Warszawa, 2001].
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Rys. 5-8 Schemat reakcji korozyjnych na powierzchni zbrojenia. Pokazany jest przeptyw elektronéw od obszaru
anodowego (utlenianie zelaza) do katodowego (redukcja tlenu). Czarne strzatki pokazujg ogdlny kierunek
przeptywu pradu elektrycznego (umowny ruch tadunkéw dodatnich).

W rzeczywistych strukturach sytuacja moze byé bardziej ztozona niz ta opisana tylko dwiema reakcjami
elektrodowymi (5.41) i (5.42). Na przykfad kationy Fe** mogg reagowaé z anionami OH’, a produkty ich
reakcji ulega¢ dalszym przeksztatceniom:

Fe* + 20H" — Fe(OH),

4Fe(OH), +2H,0+0, — 4Fe(OH),
2Fe(OH), — 2H,0+Fe,0, -H,0
Fe(OH), +nH,0 — Fe,0,-(n+2)H,0

(5.44)

Reakcje te prowadzg w konsekwencji do powstania niejednorodnego (heterogenicznego) ztozonego
produktu wielofazowego o zmiennej stechiometrii, ktéry potocznie nazywamy rdzg (gtéwnie
uwodnione tlenki i wodorotlenki zelaza na réznych stopniach utlenienia: Fe,03:nH,0, FeOOH, Fe(OH)s).
Powyzsze reakcje nie sg jednak reakcjami elektrodowymi — zachodzg one w objetosci roztworu, a nie
na powierzchni w wyniku przeniesienia tadunku. W projekcie nie bedziemy uwzgledniali takich reakcji
objetosciowych.

Aby w miare doktadnie opisa¢ procesy zachodzace podczas korozji nalezy jako minimum uwzglednic¢
reakcje elektrodowe (5.41) i (5.42) na powierzchni zbrojenia, a takze transport tlenu w betonie, gdyz
jest on niezbedny do redukcji katodowej. Ponadto jego stezenie w objetosci nie musi by¢ state, gdyz
tlen jest zuzywany na pretach zbrojeniowych (w obszarach katodowych), a z drugiej strony jego
stezenie jest wzglednie state na zewnetrznych powierzchniach otuliny betonowej, ktére sg w kontakcie
z atmosfera. Prowadzi to do zmiennej w przestrzeni i czasie dystrybucji tlenu, ktéra zalezy od szybkosci
reakcji na pretach, szybkosci transportu tlenu oraz geometrii catego uktadu.

Modelowanie korozji zbrojenia w Zelbecie

Réwnania. Szybkos¢ korozji w dowolnym punkcie na powierzchni stali w betonie jest powigzana z
gestoscig pradu, ktdrg mozna obliczy¢ gdy rozktad potencjatu elektrycznego w otoczeniu tego punktu
jest znany. W modelu przyjmiemy, ze w betonie obowigzuje ogdlne prawo Ohma

j=of, (5.45)

gdzie j to gestos$é pradu (A/m?), o to przewodnos$¢ elektrolityczna wilgotnego betonu (S/m), E to
natezenie pola elektrycznego (N/C). Jednostkg przewodnosci jest S/m czyli simens na metr, gdzie

simens jest odwrotnoscig oma, S=Q7, dlatego jednostke przewodnosci wyraza sie tez jako Q™' .m™.
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Natezenie pola elektrycznego mozna wyrazi¢ poprzez potencjat elektryczny ¢: E=—=V.'? Korzystajac z
tego oraz uzywajgc opornosci betonu (p=1/c) bedziemy postugiwaé sie nastepujgco wyrazonym
prawem Ohma

ji=-Lvo. (5.46)
Yol

Poniewaz w objetosci betonu nie bedg wystepowaty Zzrddta tadunku, wiec z prawa zachowania tadunku
div j=0 (dywergencja wielkosci wektorowej czesto oznacza jest tez symbolem V-, wiec mozna spotkac
zapis V-j = 0). Gdy przyjmiemy, ze opornos¢ wtasciwa p jest stata w catym betonie (przyblizenie!), to
poniewaz

0=divj=div(—%qu)=—%div(V¢)=—%A¢7, (5.47)
zatem réwnanie na potencjat jest znanym z elektrostatyki réwnaniem Laplace’a
Ap=0. (5.48)

Jest to rdwnanie rézniczkowe czgstkowe, ktdre w uktadzie prostokgtnym mozna zapisac tak (przypadek
dwuwymiarowy i tréojwymiarowy):
’p ¢ o’ 0'p O

o + o =0, 3D: P + o + e =0. (5.49)

2D:

Dynamika transportu tlenu wynika z prawa zachowania oraz z przyjetego przyblizenia, ze strumien
tlenu spetnia pierwsze prawem Ficka (proporcjonalnos¢ do gradientu stezenia)

), =—D, Ve, , (5.50)

gdzie co, jest stezeniem tlenu w betonie (mol/m?), Do, jest wspdtczynnikiem dyfuzji tlenu (m?/s), a
Jo, to wektor strumienia tlenu (mol/(m?s)). Z ogdlnych rozwazart w rozdziale wprowadzajacym

wiemy, ze prawo zachowania dowolnego sktadnika i jest opisane réGwnaniem rézniczkowym
ac,
— +div), =R, (5.51)
ot

w ktorym c; = ci(x,y,z,t) jest stezeniem sktadnika i-tego w dowolnym punkcie (x,y,z) oraz chwili t, a R;
oznacza czton reakcyjny (sumaryczna reakcja, w ktorej sktadnik i-ty bierze udziat). Jezeli tlen nie reaguje
w objetosci betonu (a tylko na brzegu w obszarach anodowych), to R,, =0. Zatem wstawiajac (5.50)

do (5.51) otrzymujemy

oc,, Co, Co, Co,

+divl, =0, +div(=D,, V¢, ) =0, —D, div(Ve, )=0 = =Dy, Ac,, (5.52)

12 W przypadku, gdy nie wystepujg zmienne pola elektro-magnetyczne natezenie pola elektrycznego jest
zachowawcze. Oznacza to, ze moze by¢ wyrazone jako gradient pewnej funkcji skalarnej. Znak minus wynika z
historycznej konwencji. W naszym przypadku rozwazamy model, w ktérym moga sie pojawié zalezne od czasu
pola —jednak efekty te dla typowych sytuacji korozji w betonie nie tworzg na tyle silnych pdl magnetycznych, aby
zalezno$¢ E = —Vo nie byta uprawniona. Nalezy jednak pamietaé, ze nie jest ona uniwersalnie prawdziwa w
elektrodynamice — zachodzi natomiast w elektrostatyce.
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gdzie wykorzystalismy fakt, ze wspotczynnik dyfuzji jest staty, D, =const, oraz div(Vc)=Ac.
Ostatecznie mamy réwnanie na dyfuzje tlenu

oc
% =D Ac

~o =D, Aco, (5.53)

Mamy zatem dwie niewiadome funkcje potozenia i czasu: potencjat elektryczny oraz stezenie tlenu:
Px,y,2,t), ¢, (x,y,2,t), (5.54)
ktore muszg spetnia¢ wewnatrz obszaru betonu rownania

Co,

Ap=0, =D, Ac,,. (5.55)
W rozwazanym modelu, ktory doprowadzit do réwnan (5.55) wydaje sie, ze nie ma sprzezenia
pomiedzy @i Co, gdyz faktycznie oba réwnania sg niezalezne. Okazuje sie jednak, ze sprzezenie

wystepuje, ale poprzez warunki brzegowe, gdzie potencjat oraz stezenie tlenu oddziatujg na siebie.
Jezeli nasz model rozbudujemy wtaczajac do niego na przykfad transport jonéw Fe?* i OH’, to wtedy
sprzezenie bedzie jeszcze wyrazniejsze, gdyz na transport tych jondw oprdcz dyfuzji bedzie miat jeszcze
wplyw potencjat elektryczny (a doktadniej jego gradient, -V). Réwnanie na transport kationéw Fe**
bedzie mieé¢ wtedy postad

aC eZ+ F .
# = DFeB ACFeB +2DFeZ+ EdIV(CFe“vw)’ (556)
gdzie drugi sktadni po prawej stronie tego réwnania zwigzany jest z ruchem jonéw w polu elektrycznym
(w elektrochemii taki ruch nazywany jest migracjq jonow). Jednak w tej wersji projektu nie bedziemy
uwzgledniali transportu jonédw oraz migracji w polu elektrycznym.

Warunki brzegowe. Kazdy model procesu fizycznego zachodzgcego w jakims obszarze Q przestrzeni
musi uwzglednia¢ zjawiska zachodzgce na brzegu tego obszaru 6Q.** W naszym przypadku kluczowe
sg warunki brzegowe w obszarze anodowym, gdzie zachodzi reakcja utleniania zelaza (5.41), oraz w
obszarze katodowym, gdzie zachodzi reakcja redukcji tlenu (5.42). Jak wiemy z elektrochemii proceséw
elektrodowych, dla kazdej reakcji przeniesienia tadunku przez granice faz elektroda/elektrolit w stanie
rownowagi ustala sie pewien potencjat charakterystyczny dla tej reakcji zwany potencjatem
rownowagowym. Jest on mierzony wzgledem wybranej elektrody odniesienia, na przyktad
standardowej elektrody wodorowej (SHE, ang. Standard Hydrogen Electrode) i jest funkcjg stezenia
reagentow oraz temperatury. Na przyktad dla reakcji redoks na obojetnej elektrodzie (platyna, grafit)

Fe* +e- = Fe” (5.57)

w roztworze wodnym jondw Fe?*(aq) i Fe**(ag)'* zmierzony woltomierzem potencjat wzgledem SHE,
gdy skfadniki s3 w stanie standardowym (stezenia Fe?* i Fe* sg réwne 1M)*® wyniesie +0,771 V.

13 Stosujemy tutaj standardowe oznaczenia uzywane w matematyce. Jezeli A = R” tzn. A jest podzbiorem n-

wymiarowej przestrzeni euklidesowej R”, to brzeg tego obszaru oznaczany jest symbolem 0A. Czasami spotyka

sie oznaczenie bd(A) od angielskiego stowa boundary.

14 Na przyktad w czystej (dejonizowanej) wodzie rozpuszczamy azotan zelaza(ll) i azotan zelaza(lll) czyli sole
FE(NO3)2 i FE(N03)3.

15 Jest to nieco bardziej skomplikowane — nalezy postugiwac sie tzw. aktywnosciami termodynamicznymi jondw,
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(o]
Fe?* JFe?

Potencjat taki oznaczamy symbolem E° lub E®. Mamy zatem E =+0,771 V. Jezeli reagenty

nie sg w stanie standardowym, to z termodynamiki mozna wyprowadzi¢ wzdr Nernsta:

o Eln[FeEH]

+
2403+ 24+ /0 3+
Fe?* /Fe Fe** /Fe F [Fe2+]

, (5.58)

gdzie [...] oznacza stezenie molowe wyrazone w mol/dm? (znéw — $cislej nalezatoby w tym wzorze uzyé
aktywnosci chemicznych). Jezeli wzér Nernsta zapiszemy przy pomocy logarytmu o podstawie 10, to
przyjmie on postac

2,303RT, [Fe’']
—_F© ’
EFe”/FeB* _EFe“/Fe“ + E IOg [Fe2+]' (559)

Dla reakcji utleniania zelaza (5.41) potencjat standardowy E:;/Feu =-0,44V, a wzér Nernsta przyjmuje

o 2,303RT

s _ _ 2+ . . _ e . .
postac Epe/pe2+_ Fojrel” —F log[Fe”"]. Poniewaz dla T=293K warto$¢ wyrazenia

2,303RT . . - . -
—/——=0,059159 V=59 mV, zatem 10-krotne zwiekszenie lub zmniejszenie stezenia Fe*

powoduje przesuniecie potencjatu elektrody tylko o 59 mV.

To co jednak jest istotne w prezentowanym modelu to zalezno$¢ pomiedzy szybkoscig reakcji
elektrodowych (5.41) i (5.42) a potencjatem elektrody w danych warunkach. Inaczej méwigc interesuje
nas jak potencjat elektrody jest powigzany z gestoscig pradu na elektrodzie? Odpowiedzig na to pytanie
jest wazna zaleznos¢ dla kinetyki proceséw elektrodowych — réwnanie Butlera—Volmera (w literaturze
wystepuje ono w kilku wariantach). ,Sitg” napedowg takiej reakcji jest tzw. nadpotencjat elektrody
n,=¢—E,,, ktory jest réinica pomigdzy potencjatem elektrody w danym punkcie a potencjatem

rownowagowym E.,. Potencjat rownowagowy jest potencjatem elektrody, przy ktérym nie ptynie przez
nig netto zaden prad. W praktyce zalezy on tez od stezen sktadnikéw w poblizu elektrody, ale w
przyblizeniu mozna go utozsamié ze standardowym potencjatem réwnowagowym dla danej reakgji

redoks, na przyktad E;/Fe“ dla reakcji utleniania Fe — Fe?*+2e” réwnanie Butlera—Volmera ma postaé

aaFU _acF’]
j=j°[e” e AT ] (5.60)

gdzie j° > 0 jest tzw. gestoscig pradu wymiany (A/m?), ktdry charakteryzuje dang reakcje i materiat
elektrody (parametr znajdowany empirycznie), a., o > 0 to wspdtczynniki przeniesienia tadunku,
anodowy i katodowy, odpowiednio. Jak widaé, rownanie (5.60) sktada sie z dwdch czesci: pradu

anodowego, joeTaT”‘, oraz katodowego, —joeTcT"C.16 W wielu sytuacjach jednak dominuje tylko jeden
sktadnik, i tak dla reakcji utleniania zelaza wystarczy przyjac tylko cze$¢ anodowa

a,F

j,=iter ", (5.61)

ai. W pierwszym przyblizeniu mozna przyja¢, ze a, =~ ..

16 Zauwazmy, ze prad anodowy jest dodatni, a katodowy — ujemny. Jest to obecnie powszechnie przyjeta
konwencja w elektrochemii (cho¢ nie zawsze stosowana, dlatego przy korzystaniu z réznych opracowan nalezy
zawsze upewnic sie co do uzywanej konwencji).
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gdzie dodano w zapisie indeks ,,a”, zeby podkresli¢, ze dana reakcja jest w obszarze anodowym. W
takiej postaci zaleznos¢ (5.61) nazywa sie wzorem Tafela. W przypadku zastosowan do proceséw
korozji zbrojenia tradycyjnie wzdr Tafela zapisuje sie z 10 jako podstawg zamiast statej Eulera e, a w
wyktadniku potegi wprowadza sie tzw. wspétczynnik Tafela Si:

j, =40 -10™"%. (5.62)

~ RT

Z poréwnania wzordéw (5.61) i (5.62) widzimy, ze s one réwnowazne gdy £, :#org(e)_m.

W przypadku reakcji utleniania tlenu (5.42), dla ktorej E;‘H,/O =+0,401 V, réwnanie Tafela ma postac

jo=-j-107"", (5.63)

gdzie S to wspétczynnik Tafela reakcji redukcji tlenu, a jf to gesto$é prgdu wymiany tej reakcji. Nalezy
podkresli¢, ze zaleznosci (5.62) i (5.63) zachodzg w rdinych miejscach zbrojenia (anodowym i
katodowym). Wyrazenie te sg podstawa do zdefiniowania warunkdéw brzegowych w naszym modelu.

Przypadek 1 (bez prqdu granicznego). Wzory Tafela podajg wyktadniczg zaleznos¢ gestosci pradu na
elektrodzie od wartosci nadpotencjatu 1;. W praktyce jednak taka zaleznos¢ nie moze byé zrealizowana
w dowolnym zakresie nadpotencjatow, gdyz przy duzych wartosciach gestosci prgdu mogg sie ujawnic
dodatkowe czynniki, ktére ograniczajg szybkos¢ przeptywu tadunku. Na przyktad dla redukcji tlenu jest
konieczne, aby tlen znajdowat sie na powierzchni gdzie bedzie zachodzi¢ reakcja
0, +2H,0+4e” — 40H . Tlen jest transportowany z otoczenia konstrukcji zelbetowej przez beton do

powierzchni preta, a to wymaga czasu. Jezeli wspomniana reakcja zachodzi zbyt szybko, to zaczyna
spadac stezenie tlenu w obszarze katodowym (nawet do zera) i pojawia sie naturalne ograniczenie —
reakcja (a zatem gestos$¢ pradu) tez spada do zera. A zatem w danym uktadzie wystepuje tzw.
maksymalny prgd graniczny. Oczywiscie wyrazenie Tafela (5.63) nie zawiera takiego ograniczenia
(warto$¢ bezwzgledna pradu katodowego, | j, |= j° -10™/%, teoretycznie moze by¢ dowolnie duza, gdy
1ns—0). W tym podpunkcie nie rozwazamy modelu z prgdem granicznym (to bedzie w Przypadku 2).
Poniewaz gestos¢ pradu w betonie dana jest wzorem (5.46), a w obszarze anodowym lub katodowym
wzorami (5.62) i (5.63), to jasne jest, ze oba te wyrazenie muszg by¢ zgodne na odpowiednich
powierzchni preta:

—n-j=j, (obszaranodowy), —n-j=j. (obszarkatodowy), (5.64)

gdzie j:—iv¢, a n oznacza wektor normalny na brzegu (por. Rys. 5-9). Uzycie we wzorach (5.64)
P

wektora normalnego jest konieczne, gdyz wyrazenie n-j przedstawia sktadowg normalng (prostopadts)
do powierzchni preta, a tylko ta cze$¢ wektora gestosci pragdu z betonu uczestniczy w reakcji
elektrodowej. Znak minus w tych wyrazeniach jest zwigzany z konwencjg zapisu takich wyrazed w
srodowisku COMSOL. Przypomnijmy, ze wektor normalny n jest skierowany na zewnatrz obszaru w
ktorym wykonujemy symulacje (w tym przypadku obszarem jest beton, a brzegiem powierzchnia
zbrojenia) — Rys. 5-9.
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Obszar symulacji — Obszar symulacji

n

b

Rys. 5-9 llustracja jak wektor normalny jest okreslony na brzegu obszaru symulacji. Jest to wektor prostopadty
do powierzchni w danym punkcie, skierowany na zewnatrz, o dtugosci jednostkowej, |n|=1.

W obszarach powierzchni preta czy zewnetrznego brzegu otuliny betonowej, gdzie prad przez brzeg
nie przeptywa naturalnym warunkiem brzegowym jest izolacja, czyli

—n-j=0 (izolacjaelektryczna, pradnieptynieprzezbrzeg). (5.65)

Warunki brzegowe dla tlenu sg nastepujgce. Na tych czesciach brzegu betonu, ktéry kontaktuje sie
bezposrednio z otaczajgca atmosferg, mozna przyjac ze stezenie tlenu jest state i jest réwne znanemu
stezeniu tlenu w atmosferze (c, .., ):

Co, =Co, w (Obszarykontaktubetonuzatmosfera). (5.66)

W obszarach katodowych na precie (redukcja tlenu wg réwnania (5.42)) sytuacja jest taka, ze na kazdy
mol zuzytego tlenu pojawiajg sie cztery elektrony przechodzgce do metalu. Zatem mamy zaleznos¢
pomiedzy sktadowg normalng strumienia tlenu na obszarze katodowym (—n-Joz) a gestoscig pradu

katodowego (jc), ktéra jest niczym innym jak odpowiednio zapisanym prawem zachowania tadunku:

0,

n-J =ﬁj€ (obszarkatodowy). (5.67)

Stata Faradaya (F) pojawia sie w powyzszym wzorze dlatego, ze strumien tlenu jest zdefiniowany w
naszym modelu jako liczba moli na jednostke powierzchni i czasu. Powyzsze rownanie jest w zasadzie
szczegdlnym przypadkiem drugiego prawa Faradaya. Ponadto warto podkresli¢, ze relacja (5.67) jest
niezalezna od tego jakim réwnaniem konstytutywnym zostanie opisany strumien tlenu. W naszym
modelu jest to | prawo Ficka (5.50), ale nie jest to istotne. Istotna jest tylko postac i stechiometria

réwnania chemicznego redukgji tlenu (O, +2H,0+4e” —40H").

Na tych czesciach zbrojenia gdzie nie zachodzi redukcja tlenu warunki sg takie, ze tlen jest po prostu
blokowany, zatem

n-J, =0, (5.68)
czyli sktadowa strumienia tlenu prostopadta do brzegu jest réwna zero.

Przypadek 2 (kinetyka redukcji tlenu z prgdem granicznym). Jak juz wyjasniono w opisie Przypadku 1
zaleznos$¢ Tafela dla prgdu katodowego, (5.63), nie moze by¢ spetniona w dowolnym zakresie prgdéw
i potencjatéw — pojawia sie naturalne ograniczenie wynikajace z szybkosci dostarczania tlenu do reakgji

O, +2H,0+4e —40H . Takie ograniczenie nie wystepuje w tym wzorze. Aby uwzgledni¢ takie
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ograniczenie w literaturze czesto podaje sie nastepujacg relacje pomiedzy gestoscig pragdu katodowego
a nadpotencjatem?’

j 2.303RT .
7, = B.log s - log—Jm (5.69)

jc zF jlim _jL‘

gdzie nadpotencjat 7, =(p—E§H,/O , z=4to liczba elektrondw biorgcych udziat w reakcji, a jim to prad

graniczny. W obliczeniach przyjmiemy j, =0,30152 A/m?. Tutaj napotykamy pewnga trudnos¢ z
wykorzystaniem wzoru (5.69), gdyz w projekcie COMSOLa bedziemy potrzebowac zaleznosci j. od s,
a nie zaleznosci 7, = f(j.) tak, jak jest to w tym wzorze. Niestety nie da sie analitycznym wyliczy¢ j. z
formuty (5.69), ale mozna to zrobi¢ numerycznie i zwyczajnie stablicowa¢ funkcje j. =g(7,). Jest to
stosunkowo proste zagadnienie, wystarczy tylko wstawi¢ do (5.69) wartosci liczcbowe parametréw

B., i’ F,R, T,z j,. Wygodnie jest tez wprowadzi¢ wielko$¢ j=j./j, :

log (5.70)

. .0
Jim Sz 2.303RT 1
775 :ﬂc Iog 1.0 . - . . ’
zF 1=/ im

c lim
co po wstawieniu wartosci liczbowych daje réwnanie

17, =0,16l0g(48243- j)+0,01479l0g(1—j). (5.71)
Uzywajgc metody Newtona mozna teraz dla pewnego zakresu nadpotencjatéw rozwigza¢ numerycznie
réwnanie (5.71) otrzymujgc stablicowang zaleznos¢ I_C =g(n.), skad j =j,,-9(n.). W rozwazanym
modelu wystarczajacy jest zakres 7, €[-0,21 V; 0,866 V].

Tak wiec jedyng zmiang w poréwnaniu z Przypadkiem 1 bedzie uzycie zaleznosci —n-j=j, g(n,)

/B

zamiast —n-jzjéJ 10" w obszarach katodowych na powierzchni preta. Pozostate elementy modelu

nie ulegng zmianie.

Podsumowanie matematycznych réwnan modelu:

Strumieri tlenu: J, =-D, V¢, .

0Oco,
ot

Prawo zachowania dla tlenu:

+V-J, =0.
- . 1
Prawo Ohma (dla gestosci prqdu): j=——V .
P
Réwnanie na potencjat (r. Laplace’a): V@ =0.
Warunki brzegowe dla tlenu:

1
—n-J, ZEI.C (katoda), -n-J, =0 (reszta preta), Co, =€ (zew. brzeg betonu).

0,,zew

7 Na przyktad O. Burkan Isgor, A. Ghani Razagpur, “Modeling steel corrosion in concrete structures”, Materials
and Structures (2006) 39:291-302.
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Warunki brzegowe dla gestosci prgdu:
—-n-j=j, (anoda), —n-j=j_ (katoda), —n-j=0 (reszta brzegu),

gdzie j =j°-10""%, j =-j°-10™""" (przypadek1), j. =j,, -9(n.) (przypadek?2).

Rozwigzanie:
2. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimension

wybierz 3D.
3. W oknie Select Physics wybierz interfejs General Form PDE (g). Zmien domyslng nazwe

zmiennej na c¢02 oraz wybierz jednostki Concentration (mol/m#3) oraz Reaction rate

(mol/(m~"3*s)).
Select Physics Review Physics Interface
Search General Form PDE (g)
& zeuczr:zrl::iirm PDE (g) Dependent Variables
Au General Form Boundary PDE (gb) Field name: c

Au Coefficient Form PDE (c)

Laminar Flow (spf)
¥ AC/DC Dependent variables: c02

Number of dependent variables:

) Acoustics
&'+ Chemical Species Transport
Fluid Flow
Heat Transfer
€27 Structural Mechanics
4 Au Mathematics

4 Au PDE Interfaces
Av Coefficient Form PDE ()

U Wave Form PDE {wahw) 5 3
Jds Weak Form PDE (w) Dependent variable quantity
(&) PDE, Boundary Elements (pdebe) Concentration (mol/m*3)
Au Lower Dimensions Source term quantity

& ODE and DAE Interfaces Reaction rate (mol/(m*3"s))
CJ Optimization and Sensitivity
V2 Classical PDEs

47 Deformed Mesh

2 Wall Distance (wd)

. Curvilinear Coordinates (cc)

Add
Added physics interfaces:
Au General Form PDE (g)

4. Nastepnie dodaj interfejs Poisson’s Equation (poeq). Zmien domysing nazwe zmiennej na phi,
oraz wybierz jednostki Electrolyte potential (V) oraz Current source (A/m*3).
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Select Physics

Search

4 (D Recently Used
Au General Form PDE (g)
Au General Form Boundary PDE (gb)
Au Coefficient Form PDE (c)
Laminar Flow (spf)
X AC/DC
))) Acoustics
<'s¥ Chemical Species Transport
Fluid Flow
Heat Transfer
57 Structural Mechanics
4 Au Mathematics
4 Au PDE Interfaces
Au Coefficient Form PDE (c)
Au General Form PDE (g)
Au Wave Form PDE (wahw)
Jdu Weak Form PDE (w)
PDE, Boundary Elements (pdebe)
Au Lower Dimensions
$: ODE and DAE Interfaces
@& Optimization and Sensitivity
4 y2 Classical PDEs
V2 Laplace Equation (Ipeq
V4 Stabilized Convection-Diffusion Equation (scdeq)
72 Wave Equation (waeq)
72 Helmholtz Equation (hzeq)
72 Heat Equation (hteq)
72 Convection-Diffusion Equation (cdeq)
/7 Deformed Mesh

Add
Added physics interfaces:

Au General Form PDE (g)
V2 Poisson's Equation (poeq)

Review Physics Interface

Poisson's Equation (poeq)

Dependent Variables

Dependent variable:

Units
Dependent variable quantity
| Electrolyte potential (V) v

Source term quantity

| Current source (A/m*3) v

5. W sekcji Study wybierz Stationary i zatwierdz klikajgc Done.

6. Zdefiniuj parametry wystepujgce w modelu, wprowadzajgc do tabeli Parameters, tak jak na

ponizszej grafice.

Model Builder v
- v BtE Bl v
4 28 Korozja 3D.mph (roof)
4 (@) Global Definitions ~  Parameters
\
T Materials Name  Expression Value Description
4 W Component 1 (comp1) A 40[mm] 004m
= Definitions b 300[mm-a 026m
fﬂ'i"‘“l’y‘ c 200[mm] 02m
A G:n::l:l ;urm PDE (g) B 100(inen] L
&8 General Form PDE 1 r Tmen] 00/t
b £0a -0.78[v) 078V
S Zero Flux 1
85 Initial Values 1 s 0.16v] 16V
4 72 Poisson’s Equation (poeq) beta » 0.06[v) 006V
8 Poisson's Equation 1 beta_c 0.16[V] 016V
% Zero Flux 1 i0a 187.5E-6[A/m*2] 1.875E-4 A/m*
B3 Initial Values 1 i0c 6.25E-6[A/m"2) 6.25E-6 A/m*
A\ Mesh 1 T 298[K] 298K
{8 Results tho 140[ohm*m] 140 Q:m
D_02 25E-9[m*2/s] 25E-9m/s
cext 0.26563(mol/m*3] 0.26563 mol/m’
0 0.15625[mol/m*3] 0.15625 mol/m’
NI =]
Name:
Expression:
Description:

7. Domena obliczeniowa w naszym modelu sktada

sie z powierzchni preta zanurzonego

betonowej ksztattce. Jako pierwszg utwérz geometrie preta. Prawym przyciskiem kliknij

Geometry 1z listy wybierz Cylinder. W polu Radius wprowadz r a w polu Height b. Zmien Axis

type na x-axis. Kliknij Build Selected.
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$E L-ak: FESOBER BERY ~E0E° @Be a8

ild Selected ~ 8 Buid AllObjects
Labet:  Cyiinder |

~ Object Type

Type: [ Solid

~ size and Shape

~ Rotation Angle

Rotation: 0 deg =<

~ Coordinate System
Workplane: [ xy-plane
Layers
~ Selectons of Resulting Enttes vf
Contrbuteter [ None <] [ New

] Resulting objects selection

8. Utworz drugi segment preta, dodajac nowy obiekt Cylinder o parametrach Radius=r, Height=
2*a i Position x=b. Utworz trzeci segment preta, dodajac nowy obiekt Cylinder o parametrach
Radius=r, Height= b i Position x= b+2*a. Kliknij Build All. Powiniene$ otrzymac geometrie preta
sktadajaca sie z trzech segmentdw jak na grafice ponizej.

Sk @EEEERN OE@EE ~BEEo @B8e ae

) Build Selected ~ B Build All Objects

)
Labet Cylinder3 (5]

~  Object Type.

Type: [ Soid o

~ size and Shape

~ Coordinate System

Work plane: | xy-plane

Layers
~ Selections of Resulting Entities ndox
Contribute to: | None <) [ New

] Resulting objects selection

9. Dla utatwienia definiowania warunkéw brzegowych zdefiniuj selekcje (Selections). Kliknij
prawym przyciskiem Definitions i z listy wybierz Selections>Explicit. Jako Geometric entity level
wybierz Boundary i zaznacz boczne powierzchnie dwdch wiekszych walcow. Zmien nazwe
selekcji na Katoda. Podobnie utwdrz drugg selekcje, ktéra bedzie sktadata sie z bocznych
powierzchni mniejszego walca i nazwij j3 Anoda.

QaQeE Lrivkl = R B@RY ~AEE> @B8e a8
~ Input Enties
] X107 m
[s]

(] Allboundaries

~ Output Entits

Selected boundaries +

10. Wré¢ do tworzenia domeny obliczeniowej. Prawym przyciskiem kliknij Geometry i wybierz
Block. W odpowiednie pola wpisz: Width = 2*(a+b), Depth = ¢, Height = 2*(H+r). Dostosuj jego
potozenie wprowadzajgc w sekcji Positions: x=0, y = -¢/2 oraz z = -H-r.
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Model Builder Settings Graphics 2L
tis-mmse- Block. QAR el Ltk FO=0BER B@RYN ~AEE-> @Ot a&
4% Korozja 3D.mph rect) 9 BuildSelected + 8 Buid All Objects &
4 tions

®, Labek: Block | =]
~ Object Type
Tpe: [ Solid =
< Size and Shape
Width: 2'@+b) m
Depth: ¢ m
Height:  2'(Her) m
~ Posiion 2
Base: | Comer

o m
y 2 m
z Hr m
v s
sistype: [ z-aris <)
Rotation Angle

Rotation: 0 deg

~ Coordinate System

Workplane: | xy-plane B 2

Layers
~ Selections of Resuting Entities

11. W ostatnim kroku odejmij prety od bloku betonu. Prawym przyciskiem kliknij Geometry 1 i z
listy wybierz Booleans and Partitions>Difference. W oknie Objects to add wybierz
prostopadtoscian (Block). Aby utfatwi¢ wybdr Objects to subtract, w gornej czesci okna
graficznego kliknij opcje Click and Hide (przekreslona ikona oka) i ukryj prostopadtoscian. Po
wybraniu pretéw, przywrd¢ widocznos¢ wszystkich elementéw za pomoca narzedzia Reset
Hiding (zakrecona strzatka).

Model Builder Settings Graphics -
i Difference QaRe@ L-xiki: @EEeER ey PEEE @Be a8
9 Build Selected v 8 Build All Objects o
Labes Difrence 1 =]
v Difference

Objectsto add:

[ Keep input objects
(9] Keep interior boundaries
Repaitolerance: Automatic =

~ Selections of Resulting Entities

Contibuete: | None |

(] Resuting objects selecton z

nEox
Showin physics: [ Doman seection ]

12. Zdefiniuj réwnania modelu korozji. Jako pierwsze zaimplementuj réwnanie dyfuzji tlenu. W
wezle General Form PDE 1 w polach Conservative Flux wprowadz odpowiednio: -D_02*c02x,
-D_02*c02y oraz -D_02*c02z. Dodatkowo wyzeruj czton zrédtowy Source Term.

Model Builder ~ #|| Graphics
- s-Tma eaRe¢@E Lk 3@ LT ~EAEE> @Be a8

orm PDE 1 B )

Label: Gen

~ Domain Selection

%

B

4 A Geometry 1
O Cylinder 1 (cyt1)
) Cylinder2 (12)

) Cylinder 3 (713
5] Override and Contribution

Equation

~  Conservative Flux

~ Source Term

o

~ Damping or Mass Coefficient

A 1
~ Mass Coeffcient

L0 z

13. Zdefiniuj warunki brzegowe na powierzchni betonowej ksztattki. Dodaj Dirichlet Boundary
Condition | przypisz go do wszystkich szesciu zewnetrznych $cian prostopadtoscianu. W pole
Prescribed Value of cO2 wprowadz c_ext.
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Model Builder Settings Graphics =4
=t lT-HWMEH~ Dirichlet Boundary Condition QaQéel Lk peECER BERY +EBEE> @8e as
“ @ Lo o ) e (BB T 5 o

~ Boundary Selection

seection: | Manual o

S 4+
B -

Active B ¥
&

© Override and Contribution

It ox

14. Zdefiniuj strumienie na powierzchni katody. Wybierz Flux/Source i skorzystaj z wczesniej
zdefiniowanej  selekcji Katoda. W  polu Boundary  Flux/Source  wprowadz
(1/(4*F_const))*i0c*107(-(phi-EOc) /beta_c).

Model Builder Settings ~ * | Graphics
ot il EmmE- Flux/Source QaQelE L-ikzk peEcER GS8EN ~AEE> @Be ae
e Labe Fun/Saurce | a o

01
~ Boundary Selection

S

= Boundary System 1 (sys1)
View1

GHE L

4 A Geometry 1
© Cylnder o)
O Cyinder2 72)

» Override and Contribution

» Equation

~_Boundary Flux/Source

g (1/(4°F_const)"i0c*10° - (phi-E0c) beta_c) mol/(ms)

# Boundary Absorption/impedance Term

15. Zdefiniuj rGwnanie na potencjat. W wezle Poisson Equation 1 rozwin Diffusion Coefficient i
wprowadz w pole tekstowe ¢ 1/rho. Rozwin Source Term a w pole tekstowe f wpisz 0.

Model Builder Settings ~ * | Graphics
st iTeBEmE Poisst jon eaQ¢@ Lk HE=SEER SEEY 0> H8e a8

=] o

Selecton: [ Alldomains ]
B st
B -
Active 3
&
© Cylinder2 (2)
o (
i Override and Contribution m
© Equation
~ Diffusion Coefficient
1/tho S

<
[sotiopic

~ Source Term

y,\T,x

16. Zdefiniuj strumienie na powierzchni preta dla selekcji Anoda. Dodaj Flux/Sourcei przypisz go
do selekcji Anoda. Rozwin Boundary Flux/Source i w pole tekstowe g wprowadz -i0a*10/((phi-
EOa)/beta_a).
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Model Builder phics
- QaeRelE Lrkk aeBE RN BOEY ~EAEE> @B8e a8

Labek Flux/Source 1 (5]

¥ Boundary Selection

fary System 1 (5y51) e B N

1

er 1 1)
2

Override and Contribution

Equation

oundary Flux/source

g -i0a"10" (phi-EDa)/beta ) Am?

Boundary Absorption/impedance Term

17. W podobny sposdb zdefiniuj strumienie na powierzchni preta dla selekcji Katoda. Dodaj
Flux/Sourcei przypisz go do selekcji Katoda. Rozwin Boundary Flux/Source i w pole tekstowe g
wprowadz i0c*107(-(phi-EOc)/beta_c).

~ % | Graphics
aael@ | Lk ae@ N SR ~sEBAEE-> @Be a8
Labet: Flux/Source2 o L
~ Boundary Selection
[
B ¥
@
Override and Contribution m
Equation
Al
Boundary Absorpionyimpedance Term
AVE
& Resuits z
Y\L'x

18. Utworz siatke numeryczng. Wybierz User-controlled mesh i w sekcji Element size parameters
wprowadz w pola tekstowe: Maximum element size — 0.15, Minimum element size — 4.5E-3,
Maximum element growth rate —1.35, Curvature factor — 0.3 oraz Resolution of narrow regions

—-0.85.
Graphics  Convergence Plot 1
eaRe@ Lkl BEEBER B@EY ~EAEE-> OB o
™) Build Selected @ Build All o
Lobel: Size (=]
Element Size o1 m
Calibatefor. ‘o
o1
Y o1
0.0
™ o m
o ~ 0.05
element grovth rate:
1 o1
b 0.6
0
K\\g = ™
z N2
NP

19. Uruchom symulacje. Po zakonczeniu wygeneruj wykresy 3D pokazujace zmienne ¢O2 i phi na
powierzchni (Surface plot).
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Zadanie 1. Na podstawie publikacji: Szyszkiewicz-Warzecha, K.; Wilczek-Vera, G.; Lewenstam, A.;
Gorska, A.; Tarasiuk, J.; Filipek, R. The Influence of Chemical Activity Models on the Description of lon
Transport  through  Micro-Structured Cementitious  Materials. Materials 2023, 16, 1116.
https://doi.org/10.3390/mal6031116 przygotuj projekt w COMSOLu, ktory wyliczy rozktady stezen
jondw w probce betonowej. W modelu uwzglednij obecno$é kruszywa oraz wptyw aktywnosci na
transport jonéw. Potrzebne dane odczytaj z publikacji. Uzyskane wyniki poréwnaj z rysunkami 20 i 21
w publikacji.

Zadanie 2. Na podstawie publikacji: Szyszkiewicz-Warzecha, K.; Stec, J.; Deja, J.; tagosz, A.; Gdrska, A.;
Kutukova, K.; Zschech, E.; Filipek, R. 3D Multi-lon Corrosion Model in Hierarchically Structured
Cementitious Materials  Obtained  from Nano-XCT  Data. Materials 2023, 16, 5094.
https://doi.org/10.3390/mal16145094 przygotuj projekt w COMSOLu, ktory wyliczy zaleznosé od czasu
rozktadéw stezen jondw i potencjatu w probce cementowej oraz prady anodowy i katodowy. W

modelu uwzglednij obecno$¢ poréw kapilarnych, poréw zelowych i kruszywa w materiale
cementowym, rdézne wspdtczynniki dyfuzji jondw w porach kapilarnych i zelowych oraz reakcje
homogeniczng jondéw zelaza z grupami hydroksylowymi. Potrzebne dane odczytaj z publikacji.
Uzyskane wyniki poréwnaj z rysunkami 6, 7 i 8 w publikacji.
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Mechanisms, monitoring, inhibitors and rehabilitation techniques, CRC Press, 2007.






5.5. Limit detekcji elektrod jonoselektywnych

Woprowadzenie. Elektroda jonoselektywna (ISE — ion selective electrode) pozwala na zmierzenie
stezenia (a doktadniej — aktywnosci) wybranego jonu w elektrolicie nawet w obecnosci innych jonéw
przeszkadzajgcych (interferujgcych), na podstawie pomiaru potencjatu elektrycznego. Jest to zatem
czujnik potencjometryczny. Najwazniejszg czescig takiego czujnika jest membrana jonoselektywna
(Rys. 5-10). W zastosowaniach spotyka sie m.in. ciekte membrany zawierajgce obojetne lub obdarzone
tadunkiem zwigzki lipofilowe zdolne do odwracalnego wigzania jondw i transportu ich przez
polimerowg (np. PCW) matryce membrany. Zwigzki takie nazywamy jonoforami. Przyktadem jonoforu
jest cykliczny peptyd walinomycyna. Sél lipofilowa stabilizuje powstajgce kompleksy i skraca czas
odpowiedzi czujnika. Ponadto, typowa membrana polimerowa zawiera okoto 65% wagowych
plastyfikatora (rozpuszczalnika organicznego). Umozliwia on jednorodne rozprowadzenie jonoforu i
soli lipofilowej, zmniejsza lepkos¢ srodowiska membrany i w konsekwencji zapewnia relatywnie
wysokg ruchliwos$é sktadnikdow membrany. Przyktadami plastyfikatoréw sg DOS (pochodna kwasu
sebacynowego COOH-(CH;)s-COOH) i o-NPOE (eter bedacy pochodng nitrobenzenu). Membrany takie
mozna traktowad jak fazy ciekte, gdyz wspétczynniki dyfuzji matoczgsteczkowych sktadnikéw sg rzedu
1011-10"° m?2/s w tych membranach.

Elektroda
odniesienia —

(np. Ag/AgCl)

Elektrolit
wewnetrzny

Membrana
jonoselektywna

Badany elektrolit

Rys. 5-10 Schemat elektrody jonoselektywnej zanurzonej w badanym roztworze elektrolitu. W elektrolicie
znajduje sie m.in. jon, ktdérego stezenie (aktywnosc) chcemy oznaczy¢. Na membranie pojawia sie mierzalny
potencjat elektryczny, ktérego wartos¢ pozwala oznaczy¢ jon. W roztworze mogg tez wystepowaé jony
przeszkadzajace.

Modelowanie ewolucji potencjatu oraz rozktadu stezen w pseudo-ciektej membranie moze by¢
dokonane w oparciu o model Nernsta—Plancka—Poissona (NPP) z odpowiednimi warunkami
brzegowymi. Do ilustracji wybrano membrane jonoselektywng wzgledem gtéwnego jonu o
wartosciowosci +2 w obecnosci przeszkadzajacego (interferujgcego) jonu +1. Poczatkowe profile
stezen w otaczajgcych roztworach (c;;, cir) oraz w membranie (c;m), wspotczynniki dyfuzji oraz
heterogeniczne state wymiany jonowej na obu brzegach membrany podane sg w tabeli (Tab. 5-2).

Zaktadamy, ze warstwa membrany jest ptaska i potencjat oraz stezenia w membranie zalezg tylko od
odlegtosci od powierzchni granicznej. Potencjat elektryczny jest zwigzany z dyfuzjg i migracjg jondw.
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Prowadzi to do schematu jak na Rys. 5-11. Miedzy dwoma roztworami powstaje rdznice potencjatéow

Ap= @r— @ gdzie gri ¢, to potencjaty roztwordw odpowiednio po prawej i lewej stronie membrany.

Roztwor Membrana Roztwér
zewnetrzny jonoselektywna W(ewnqtrir;y
” | ,prawy
(nIeWy ) = <‘_:b
;= cfx,0)
@ = g(x.1) CLR --- GiR
: M R
f } >
0 d x

Rys. 5-11 Schemat membrany jonoselektywnej znajdujacej sie pomiedzy roztworami o stezeniach odpowiednio
ci. po lewej i cig po prawej stronie membrany, i=1,...,r; r = liczba sktadnikéw.

Membrana rozdzielajgca oba roztwory jest na tyle porowata, aby przynajmniej niektore sktadniki
mogty wedrowaé przez membrane. W modelu membrane traktujemy jednak jako osrodek ciggty.
Wartosci wspétczynnikdéw dyfuzji jondw w membranie sg zazwyczaj mniejsze niz w wodzie, gdzie
typowe wartosci wynoszg 10° m?/s, a w membranie sg rzedu 101101 m?/s.

Tab. 5-2 Dane do obliczen: poczatkowe stezenia, wspotczynniki dyfuzji oraz heterogeniczne state szybkosci (na
podstawie W. Kucza et al. str. 418). Grubo$¢ membrany d=10*m (0.1 mm).

Jon|c,, (mol/m®)c; ., (mol/m?)|c, , (mol-m~)|D, (m* /s)|k,, (m/s) |k, (m]s)|k .(m/[s)|k ,(m]s)
| 107-103 0.5 1000 10 103 103 103 103

I 150 0 0 10" l4.472.107 10° |4.472-107] 103
R 0 1 0 10 0 0 0 0

Prawa fizyczne. Zaktadamy, ze w uktfadzie jest r sktadnikéw (jondw). Podstawa do opisu rozwazanego
modelu jest ukfad réownarn Nernsta—Plancka—Poissona. Strumien Nernsta—Plancka ma postac:
J,=—D,Vc, +u,z,cE. Skifada sie on z dwdch czeé¢: dyfuzyjnej i migracyjnej. W wyrazeniu tym u; oznacza
ruchliwo$é jonu i, z; to jego liczba tadunkowa, a E to natezenie pola elektrycznego. Wykorzystujgc
relacje Einsteina—Smoluchowskiego, wiazacg wspotczynnik dyfuzji z ruchliwoscia u, =FD, /(RT),

otrzymujemy nastepujgce wyrazenie na strumien w jednym wymiarze (1D):

o zF
J=-D, 54D, 2 ¢, (5.72)
ox RT

gdzie R, T, F to odpowiednio uniwersalna stata gazowa, temperatura (K) oraz stata Faradaya.

Stezenia sktadnikow spetniajg réwnania (prawo zachowania, por. (1.26) bez reakcji)

%+divj,.=0 (i=1,...r), (5.73)
ot

gdzie c; jest stezeniem (mol/m?), a J; jest strumieniem (mol/(s'm?), odpowiednio i-tego sktadnika. W
przypadku jednowymiarowym (membrana utozsamiana z odcinkiem [0, d]) prawo zachowania (5.73)
ma wiec forme
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%(x,t)+%(x,t)=0 dla x€[0,d], t=0, (i=1,...,r). (5.74)
ot ox

Pole elektryczne jest powigzane z rozktadem tadunku prawem Gaussa®®

Z—i(x,t)zi olx,t)  xelo,d], t>0. (5.75)

gdzie p(x,t) to gestos¢ tadunku, & = && to przenikalno$¢ elektryczna o$rodka.’® Poniewaz stezenia
wyrazimy w mol/m3, to zwigzek pomiedzy gestoscia tadunku a stezeniami jondw jest nastepujacy

plx,t) :Fzr:zfc,(x,t). (5.76)

Warunki poczatkowe i brzegowe. Warunki poczatkowe okreslajg stan uktadu w chwili poczgtkowej,
t=0. W modelu dopuszcza sie dowolne poczatkowe rozktady stezen sktadnikdéw, a natezenie pola
elektrycznego bedzie zerowe:

{c,(x,0)=6,9(X) (i=1,...r), (5.77)

E(x,0)=0.

W modelu przyjmiemy tzw. warunki brzegowe Changa—Jaffé’go, ktére okreslajg szybkosé
przechodzenie jondw przez granice faz elektrolit/membrana:

J0,t)=k, ¢, —k, c/(0,t),

‘ i (5.78)
(d,t)= =k, 4 €, o + ki C,(d, 1),

gdzie: Ji(0,t), Ji{d,t) to strumienie i-tego sktadnika na brzegu dla x =0 oraz x =d; ¢/(0,t), ci(d,t) to stezenia
na brzegu membrany (od wewnetrznej strony membrany), Ei i E, to heterogeniczne state wymiany

jonowej, ¢i, i ¢ir to stezenia jondw odpowiednio w czesci lewej i prawej.
Postaé (5.75) réwnania na natezenie E nie zawsze jest uzywana do obliczen. Z réwnan (5.74)—(5.76)
mozna wyprowadzi¢ (w jednym wymiarze) nastepujgce rownanie:

£E_ I(t)-F> zJ, (5.79)
ot i=1

w ktorym [(t) jest pragdem (doktadniej — gestoscig pradu), ktory ptynie przez membrane.

Niewiadome. Model pozwala obliczy¢ stezenia sktadnikéw w membranie oraz natezenie (a w
konsekwencji potencjat elektryczny):

¢, =c(x,t), E=E(x,t) dla xe[0,d], t>0, i=1,..,r

18 W elektrostatyce prawem Gaussa nazywa sie rownanie div(E) = p/e, gdzie E jest wektorem natezenia pola
elektrycznego. W sytuacji gdy mozna zaniedbaé efekty magnetyczne, pole elektryczne jest potencjalne, wiec
wyraza sie przez potencjat elektryczny: E=-V . Wtedy prawo Gaussa przyjmuje postaé —A¢ = p/e gdzie A to
laplasjan. Takie rownanie nazywa sie w réwnaniem Poissona.

19 Zaktadamy, ze osrodek jest liniowy i izotropowy. Wtedy przenikalno$é elektryczna oérodka wyrazona jest
pojedyncza liczbg € = &g, ktdéra jest iloczynem przenikalnosci elektrycznej prézni €0 oraz wzglednej
przenikalnosci osrodka, . Na przyktad dla wody w temperaturze 20 °C, g, =78, a dla gliceryny &, = 47.
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jako funkcje potozenia i czasu. Znajgc natezenie pola elektrycznego, potencjat membranowy
uzyskujemy catka:

Vo () == Elx, t)ox. (5.80)

Krzywa kalibracji oraz limit detekcji dla membrany jonoselektywne;j?°
Wykonujemy symulacje dla pewnego zakresu stezeri jonu gtéwnego ¢, =c,., =107 —=10> mol/m?® az

do osiggniecia stanu stacjonarnego (w praktyce uzyskujemy — w tym przyktadzie — stan stacjonarny po
ok. 1000 s). W tym celu wykorzystamy Parametric sweep w COMSOLu. Na osi x odktadamy stezenia, a
na osi y wartos¢ stacjonarnego potencjatu membrany, Vuems. Gdy dla osi x przyjmiemy skale
logarytmiczng, to uzyskujemy charakterystyczng krzywga ,odpowiedzi nernstowskiej” (czes¢ liniowa)
razem z fragmentem odpowiedzialnym za wptyw jonu przeszkadzajgcego. Ksztatt tej krzywej
odpowiada empirycznemu réwnaniu Nikolskiego—Eisenmana

AV =AV° +Slog(a, +K,a2""), (5.81)

gdzie § oraz Kjy oznaczajg wspotczynnik nachylenia oraz potencjometryczny wspdtczynnik
selektywnosci, a; jest aktywnoscig jonu gtéwnego, a; aktywnoscig jonu przeszkadzajacego. Dla
nieduzych stezen mozemy przyblizy¢ aktywnosci stezeniami, i wtedy réwnanie powyzsze ma postac

AV =AV° +Slog(c, +K,jcj’/zf). (5.82)

Wyniki potencjatu stacjonarnego znajdujg sie w tabeli (Tab. 5-3).

Tab. 5-3 Wyniki symulacji. W pierwszej kolumnie sg stezenia jonu gtéwnego I** (w COMSOLu jest to zmienna c1L)
dla stezen 103-101° a w drugiej potencjat Viuem,ss W Stanie stacjonarnym (ss).

€., (mol/ m’) Viem,ss (V)
1.00E+03 0.019
1.00E+02 -29.495
1.00E+01 -59.095
1.00E+00 -88.588
1.00E-01 -117.299
1.00E-02 -143.113
1.00E-03 -160.852
1.00E-04 -166.789
1.00E-05 -167.644
1.00E-06 -167.734
1.00E-07 -167.743

Wykres krzywej kalibracyjnej dla rozwazanego uktadu membrany jonoselektywnej (ISE) jest ponizej.

20 W. Kucza, M. Danielewski, A. Lewenstam, EIS simulations for ion-selective site-based membranes by a
numerical solution of the coupled Nernst-Planck-Poisson equations, Electrochemistry Communications 8 (2006),
416-420.
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T T T T

-20
-30
-40
-50
-60
-70
-80
-90
-100f
-110
-120f
-130f

T T T T T T T

VMem,ss (MV)

T

-1704 !

Krzywa kalibracji: Vvem,ss vs. log(cy,)

-140f ]
-150f ]
-160f .

10’ 10°°

1073

107! 10t 103

c1 (mol/m?)

Rys. 5-12 Potencjat membranowy dla réznych stezeri jonu gtéwnego ci, = C,, o uzyskany w COMSOLu. Dane do

obliczen — Tab. 5-2. Na osi poziomej (stezenia) jest skala logarytmiczna. Wida¢, ze ponizej stezenia 10 mol/m

elektroda traci zdolno$¢ do oznaczania jondw /%*.

3

Zadanie 1. Wykonaj projekt w COMSOLU do obliczenia potencjatu membrany jonoselektywnej w

oparciu o réwnania Nernsta—Plancka—Poissona. W szczegdlnosci wykonaj krzywg kalibracji dla

membrany. Konieczne dane do obliczen znajdujg sie w tabeli (Tab. 5-2).

Rozwigzanie:
1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimension
wybierz 1D.
2. W oknie Select Physics wybierz interfejs General Form PDE (g). Dodaj trzy zmienne o nazwach
c1, c2 oraz c3. Wybierz jednostki Concentration (mol/m*3) oraz Reaction rate (mol/(m#3*s)).
Select Physics Review Physics Interface
Search General Form PDE (g)
4 (D Recently Used
v Poisson's Equation (poeq) DependengVariables
Au General Form PDE (g) Feld name
Au General Form Boundary PDE (gb)
Av icient Form PDE (c) Number of dependent variables: 3
X AC/DC Dependent variables: ol
) Acoustics @
2¥ Chemical Species Transport a
Heat Transfer
Au Mathematics
+ i
Add
Added physics interfaces:
3. Zaimplementuj réwnanie na pole elektryczne. Dodaj kolejny interfejs General Form PDE (g).

Zmien nazwe zmiennej na E. Jako jednostki wpisz N/C oraz A/mA"2 dla zmiennej i cztonu
zrodtowego.
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Select Physics Review Physics Interface

Search General Form PDE (2)
4 (D Recently Used
2 Poisson's Equation (poeq) Dependent Variables
AU General Form PDE (g)
Au General Form Boundary PDE (gb)
A Coefficient Form PDE (<) Number of dependent variables: 1

X Ac/DC Dependent variables: E]
))) Acoustics

£'2% Chemical Species Transport
Heat Transfer
AU Mathematics

Field name: E

Units.

Dependent variable quantity

None -
Unit:
N/C

Source term quantity

None -
Unit:
Am*2

Added physics interfaces:

Au General Form PDE (g
/AU General Form PDE (g2)

W sekcji Study wybierz Time Dependant i zatwierdz klikajgc Done.
5. Zdefiniuj parametry wystepujgce w modelu (Tab. 5-2), wprowadzajac je do tabeli Parameters,
tak jak na ponizszej grafice.

~ % Graphics Convergence Plot 1
Qaa@ed Ly B——X ==GBF ~EBEE> a8

~ parameters ®
» Nome _Expression Volue Descrption
d 0.mm] TEdm
o1 10E11m2/s] T /s
02 10E11m2/s] T /s
03 10E11m2/s] e ms
2 2 2
2 1 1
3 ] -
4 B0 General Form PDE2(62) e 1E-TImol/m*3] 167 mol/m’
5= General Form POE 1 @ 05{molim*3) 05 mol/m’®
& Zerm Pl | aL 0 (molim*3) Omol/m’
2 Intial Values 1 am 05{mal/m*3) 05 mol/m’"
AwMen am Ofmolm*3] 0mol/m?
4 Study 1 am Timol/m*3] 1 mol/m’
2 Step 1 Time Dependent R 1000 (mol/m"3] 1000 mol/m
B Results: 2R Ofmol/m*3] 0 mol/m*
R Oimol/m?3] Omol/m’
KL TE-3(m/s] 0001 m/s
s 4472 Tim/s). 4726 s
L Oimis) om/s
Kb 1E3(ms] 0001 m/s
2l 1E3ims] 0001 m/s
Bl O/l oms
KIRE TE-3{ms] 0001 m/s
2RE 44726-3(m/s). 000472 mis.
K3RE O] oms
KRy 1E3(mis] 0001 m/s
2Ro | iE3(mis] 0001 m/s
KBRo Ofm/s] oms
w10 )
T 20ldeqC] 293.15K k ! i | : . . ! . ! m
i F_const(R_const"T) 39586 11V EY 08 06 0.4 0.2 0 0.2 () (] (X
[ TE2ANm"2) 001 A/m?

Messages  Progress Log Table

6. Nastepnie dodaj wezet Variables i wprowadz wyrazenia na strumienie dla wszystkich trzech
sktadnikow (J1, J2 oraz J3):
-D1*c1x+D1*z1*f*c1*E, —-D2*c2x +D2*z2*f*c2*E, -D3*c3x+D3*z23*f*c3*E.

Qaa@emd - ~@EE> =&
Lobet Varibles =] —

4 @ Glob Defiitions

‘Geometric Entity Selection

Geometric entiyleve: | Entre model °
Active
2 Moterals
4 80 General Form PDE (g) ~Variables
2= General Form PDE 1
+ZeroFlux | " Neme  Expresion Unit Descripton
- nital Volues 1
5 n DV clxeDIH eI ml(m..
“hug ;”' Fom 0E2 (62 2 D2 cx+ D222 mol/(m..
P 5 D¥ce DI molm..
o nital Velues 1
AMeh1
4~ Study 1 N -
1A\ Step 1: Time Dependent 1 =N = R4
B Resits Neme:
»
Expression:

D3I DI E

Description

7. Utwodrz geometrie. Dodaj Interval, o poczatku 0 i koricu d.
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I Step 1: Time Dependent
@ Results

Setting
B Build Selected + B8 Build All Objects
Label: Intenval 1

~ interval

Number o intervals
Left endpoint:
Right endpoint:

~ Selections of Resulting Entiies

Contribute to: | None

~ % Graphics Convergence Plot 1

QaQed L- B——X =B ~E00° @8

Zdefiniuj réwnania dyfuzji. W General Form PDE 1, w polach tekstowych I"w Conservative Flux

wprowadz (wczesniej zdefiniowane zmienne) J1, J2, J3. Dla kazdego sktadnika wyzeruj Source

Term.

ott

Label:  General Form PDE 1
~  Domain Selection

Selection: [ All domains

Override and Contribution

Equation

~  Damping or Mass Coeffcient

1 10
LA 1
0 100

Mass Coefficient

~ % Graphics Convergence Plot 1

aeaf&@ L~ B ~EEE> a8
B o
B
&
1 1
1 1
X104 m
1p 1 T T T T T T T T T T T
3 o1 02 03 04 0s 06 07 D) () T

9. W Initial Values 1 w polach tekstowych c1, c2, c3 wprowadz warunki poczatkowe: c1M, c2M,

c3M.

2 Step 1: Time Dependent
esults

- Settings

Label: Iitial Volues 1
~ Domain Selection

Selection: | All domains

Override and Contribution

~ Inital Values

Graphics  Convergence Plot 1

Qa@& @ - B ~AEE°> a8

B )
]
mol/m
mol/(m"s)
mol/(m"s)
mol/(m"s)
X104 m
T " T " T T T T T T T
b o1 b2 ba ba os e % be ) T

10. Zdefiniuj warunki brzegowe na granicy Lewy Roztwér/Membrana. Dodaj Flux/Source dla
lewego brzegu i wprowadz wyrazania Boundary Flux/Source: k1Lf*c1L oraz k2Lf*c2L. Rozwin
Boundary Absorption/Impedance Term i w pola g wpisz k1Lb i k2Lb tak jak na grafice ponizej.
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~®  Graphics Convergence Plot 1

Qe L B ==& ~EEH> ad
Label: Flux/Source 1 B o
~  Boundary Selection
el Manua
=
Active B §

Override and Contribution
~ Equation
Show equation assuming;

Study 1, Time Dependent =
n-I'=g-qu

Values ~ Boundary Flux/Source

tes 5
i wLraL mal/(ms)
Graph 1 9 wra mal/(ms)
2 10 Plot Group 2 - 8
@ Export mal/(ms)
5 Reports
- R ~  Boundary Absorption/impedance Term
M ws 0 s 0 w
a0 s 12l v 0 v
0 ws 0 v 0 w
10" m
T T T T T T
3 01 02 D) 04 0s e 07 ) 0o T

11. Analogicznie zdefiniuj strumienie na granicy Membrana/Prawy Roztwér. Dodaj kolejny
Flux/Source dla prawego brzegu i wprowadz wyrazania dla Boundary Flux/Source w polach g:
k1Rf*c1R oraz k2Rf*c2R. Rozwin Boundary Absorption/Impedance Term i w polach g wpisz
k1Rb oraz k2Rb tak jak na grafice ponize;j.

~ % Graphics Convergence Plot 1
Qe = BN ==8Bf ~ENE°> a8

Labet: Flux/Source 2 B )

~ Boundary Selection

Selection: | Manual

‘

Active
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B 5
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~ Boundary Flux/Source
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~ Boundary Absorption/impedance Term

KIRb ms 0 s 0 ms
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0 ms 0

12. W interfejsie General Form PDE 2 zaimplementuj rownania na pole elektryczne. W polach
tekstowych Conservative Flux wpisz 0. W polu tekstowym Source Term wprowadz: 10 -
F_const* (z1*J1+22*J2+23*J3). W polu tekstowym Damping or Mass Coefficient wpisz:
eps_r*epsilon0 _const. Pozostaw dobysine warunki brzegowe i poczatkowe.

Sett ~ % Graphics Convergence Plot 1
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13. Utworz siatke obliczeniowy. Wybierz User-controlled mesh. W wezle Size wybierz opcje
Custom i w pole Maximum element size wprowadz d/1000, a w pole Maximum element growth
rate: 1.05.
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~ % Graphics  Convergence Plot 1
3 Qaa@ e L BN ==K ~EBEE°> a8
 Build Selected 8 Build All 5

Labek Size
Element Size

Calibrate for:

General p

~ Element Size Parameters
Maximum element size:

/1000 m
Macimum element growth rate:

105

Resolution of narrow regions:
1

IA. Step 1: Time Dependent

14. Zagesc siatke na lewym i prawym brzegu. Kliknij prawym przyciskiem na Edge 1 i z listy wybierz
Size. Zmien Geometric entity level na Boundary i wybierz lewy i prawy brzeg. Zaznacz opcje
Custom i w pole Maximum element size wprowadz 1E-10, a w pole Maximum element growth

rate: 1.05.

~ % Graphics Convergence Plot 1
ze QaRE @ L~ BN ==& ~EBEE> aa8
) Build Selected [ Build All =
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Labek: Size 1 =]
~ Geometric Entity Selection

Geometrc entiy level:

&S

Element Size

Calibrate for:
General physics
Predefined | Horma

~ Element Size Parameters

) tsize:

 growth rate:

[ Resolution o narow regions:

15. W wezle Step 1: Time Dependent wprowadz czasy: 0 10~range(-5,1,4) i uruchom obliczenia.
Mozesz otrzymaé komunikat o btedzie, gdy Solver nie moze uzyska¢ zgodnych warunkéw
poczatkowych. Wtedy nalezy wprowadzi¢ modyfikacje w doborze kroku poczatkowego.

—BN ==88 ~sEEE> a8

£ Computeto Selected = Compute
P o =

~ Error

Failed to find consistent initial
Last time step i not converge:

€3 e following feature has encountered a problem:

16. Wybierz wezet Time-Dependant Solver 1, zaznacz opcje Initial Step i wpisz 1E-9. Uruchom
ponownie projekt klikajgc Compute.
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I t $@ L- ——@B\ esa) ~AEH° a8
- = Compueto Slced _

Label: Time-Dependent Solver 1

~ General

Défined by study step: | Step 1: Time Dependent 3] 6]

Relative tolerance.

~ Absolute Tolerance

ble c1 (compl.c)
ble c2 (comp1.c2)
ble c3 (compl.c3)
ble € (comp1.£)
Method: | Use global

%) Update scaled absolute tolerance.

~ Time Stepping

Method: oF

Steps taken by solver:

= B

min]

17. Wyznacz potencjat membranowy w funkcji czasu. Aby to zrobi¢ nalezy scatkowac -E po x od 0
do d. Kliknij prawym przyciskiem Derived Values i z listy wybierz Integration>Line Integration.
Wybierz domene catkowania, ktérg jest odcinek [0, d]. Do pola Expression wpisz -E. Po
kliknieciu Evaluate, w dolnym prawym rogu okna wyswietlg sie wartosci catki dla
poszczegdlnych czasow. W tym przypadku potencjat membranowy dazy do -0.33 V.

BN ==& ~EBEE°> aa

.
Labet Line negration 1 5]
~ Data

Dataset Study VSolution 1 o) Sl
Time selection: [ Al

Selection

Manual

Zadanie 2. Korzystajgc z przygotowanego projektu utwoérz wykres krzywej kalibracyjnej dla membrany
jonoselektywnej. W tym celu wykonaj serie obliczen dla réznych wartosci stezenia sktadnika 1 na
lewym brzegu (c1L), a nastepnie oblicz potencjat membranowy dla czasu koricowego (400 s).

Rozwigzanie:

1. Wybierz wezet Step 1: Time Dependent. Zamien wczesniej wprowadzone czasy na liste: 0.001,
0.02, 1, 5, 10, 20, 100, 400. Nastepnie rozwinmy sekcje Study Extensions i zaznacz opcje
Auxiliary Sweep. Kliknij przycisk dodawania parametru (niebieski plus) i z listy wybierz c1L. W
kolumnie Parameter value list wprowadz: 107range(-7,1,3). Uruchom projekt klikajac

Compute.
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s Graphics  Convergence Plot 1
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e) C Update Solution

Labet: Tme Dependent 5]

~ Study Settings

Time unit: | 5 S
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Tolerance: | Physics controled 5

Results While Soling
~ Physics and Variables Selection
[ Moty physics tree and variabes for study step

Solve for Discretization
=
General Form PDE2 (g2) [ Physics settings

Values of Dependent Variables

Mesh election

~  Study Extensions|

Sweeptype: | Speci

2. Pozakonczeniu obliczen wyznacz potencjat membranowy w funkcji czasu. Prawym przyciskiem
kliknij Derived Values i z listy wybierz Integration>Line Integration. Zmien Time Selection na
Last. W polu Expression wprowadz -E i zmien jednostke na mV. Po kliknieciu przycisku
Evaluate, w prawym dolnym rogu zostanie wygenerowana tabela. Kliknij ikone wykresu nad
tabelg, aby przejs¢ do kreatora wykresow.

~ % Graphics Convergence Plot 1
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Seecton: | Manual
1 s
& =
B 5
v Expressions +v %
Expression Unit__ Descrip
G )
x10™ m
3 o1 02 (%) o4 s e X2 s 0o 1
B
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~ Integration Seftings.

3. Utworzony zostanie wezet 1D Plot Group zawierajgcy wykres Table Graph. W sekcji Data zmien
x-axis data na c1L, Plot columns na Manual i wybierz z listy -E(mV). W sekcji Coloring and Style
zmien Marker na Cycle i opcje Positioning ustaw na: In data points. W ostatnim kroku zmien
skale osi x z liniowej na logarytmiczng. Odpowiednig opcje znajdziemy w oknie Settings dla 1D
Plot Group.
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5.6. Transport masy w materiatach porowatych

Woprowadzenie. Transport masy w strukturach porowatych jest zazwyczaj opisywany przy uzyciu
uproszczonych modeli z uzyciem efektywnych (czyli usrednionych) wspétczynnikéw transportowych.
Jest to w wiekszosci przypadkéw konieczne, poniewaz typowe wymiary pordw i czgstek tworzgcych
strukture porowatg sg o kilka rzedéw wielkosci mniejsze niz rozmiar obszaru, w ktérym zachodzi
transport. Istotnym zagadnieniem jest zbadanie zatozen i uproszczen stosowanych podczas
traktowania struktury porowatej jako homogenicznej (jednorodnej) poprzez poréwnanie modelu
jednorodnego z modelem uzywajgcym szczegdtowej struktury porowatej materiatu. Modelowa
struktura porowata wykorzystana w tym przykfadzie jest pokazana na Rys. 5-13.

F 3

Warunek brzegowy

Difiehiate o ) 58686868 Notmanna Jnk (cic)
~HHHH
HHHH]

Rys. 5-13 Modelowa struktura porowata. Domena oznaczona na niebiesko jest obszarem, w ktérym zachodzi

[4

ﬁ
Q

proces dyfuzji.

W przyktadzie przedstawiona zostanie koncepcja efektywnego wspotczynnika dyfuzji w osrodkach
porowatych poprzez poréwnanie transportu w modelowe] strukturze porowatej z uproszczonym
podejsciem do jednorodnych os$rodkéw porowatych uzywajgcym efektywnych wtasciwosci
transportowych. Przyktad sktada sie z dwdch czesci. Pierwsza opisuje, jak utworzy¢ projekt z modelowa
geometrig (Rys. 5-13). Druga cze$¢ pokazuje alternatywne podejscie, jak przygotowac projekt dla
osrodka jednorodnego wykorzystujgc wyznaczony w czesci pierwszej efektywny wspodtczynnik dyfuzji.

Szczegétowy opis modelu. Dyfuzyjny transport masy w modelowej geometrii, przedstawionej na
rysunku (Rys. 5-13) opisuje ponizsze rownanie (por. (1.51)):

@w-(—ow):o. (5.83)
ot

gdzie c oznacza stezenie (mol/m?3), a D wspétczynnik dyfuzji (m?%/s).
Na lewym brzegu zadany jest warunek Dirichleta, tj. stezenie na lewym brzegu jest réwne co i jest dane:
c0,y,t)=c,. (5.84)

Na prawym brzegu (x = a) zadany jest strumien, (warunek typu Neumanna), a jego wartos¢ jest
proporcjonalna do réznicy stezen na brzegu:

(-DVc)-n=k_(c—c,) (5.85)

gdzie k, to wspotczynnik przenoszenia masy (m/s), a ¢1 to stezenie na zewnatrz obszaru.
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Na wszystkich pozostatych granicach, tj. dolnym i gérnym brzegu oraz na powierzchniach poréw, nie
ma przeptywu masy przez brzeg:

n-(-DVc)=0. (5.86)

Poczatkowy rozktad (dla t = 0) jest zadany funkcjg, ktorej profil ma ksztatt dzwonu (krzywa Gaussa)
wzdtuz osi x, z maksimum dla x = 0 wynoszgcym ¢ = co:

Clio=C,i (X, ¥) =, exp(—a,x*). (5.87)

Wartosci liczbowe parametrow uzytych w projekcie COMSOLa sg podane w tabeli ponizej.

D (m?/s) | co (mol/m3) | ¢1 (mol/m3) | @z (m?) | km (m/s) | a (um) | b (um)
1107 3 0 1000 5 40 80

Rozwiazanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i kliknij Model Wizard. Jako Space Dimension wybierz
2D.
2. W oknie Select Physics wybierz interfejs Transport of Diluted Species (tds).

Select Physics Review Physics Interface

Search Transport of Diluted Species (tds)

4 (O Recently Used
Au General Form PDE (g)
2 Poisson’s Equation (poeq)

Dependent Variables

A Concentration: 13
A0 General Form Boundary PDE (gb)

Au Coefficient Form PDE ()
Laminar Flow (spf)
X AC/DC
) Acoustics

Fluid Flow
Heat Transfer

57 Structural Mechanics
Au Mathematics

Added physics interfaces:
' Transport of Diluted Species (tds)

3. W sekgcji Study wybierz Time Dependant i zatwierdz klikajgc Done.
4. Zdefiniuj parametry wystepujgce w modelu, wprowadzajac je do tabeli Parameters, tak jak na
ponizszej grafice.

~  Parameters

" Name  Expression Value
[30)
£

km

de-S{m] E5m

7
d 1E-5(m] 1E5m
ny s s
A y ZblnyDednyD caE4m
4 Study 1 nx ny1

2 Step 1: e Dependent O y-2'd aeEdm
& Resuts - 1000 1000 initialconcentraton coef.
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5. Dodaj wezet Variables i wprowadz wyrazenie na poczatkowy rozktad stezenia (c_init), ktére
dane jest wzorem: cO*exp(-aa*(x[1/mm])"2).

Label: Variables 1

v Variables

<0exp(-aa"(e{1/mm)*2) mol/m’  Iniia concentration

< Study 1
Step 1: Time Dependent
B Results

6. Utworz geometrie reprezentujgcag modelowg mikrostrukture materiatu. Kliknij prawym
przyciskiem na wezet Geometry 1 i z listy wybierz Ellipse. Do pdl tekstowych semiaxis
wprowadz odpowiednio a i b. W sekcji Position w polu x wpisz a+d.

=% Graphics Convergence Plot 1
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 BuildSelected + B Build All Objects

Label:

ipse 1
~ Object Type

Hpe: [ Solid

Layers

~ Selections of Resulting Entities
Contribute to: | None <] [ New

[ Resulting objects

7. Utworz kopie elipsy korzystajac z szykdw (Arrays). Kliknij prawym przyciskiem na wezet
Geometry 1 iz listy wybierz Transform>Array. Jako Input Object wybierz utworzong wczesniej
elipse. W sekcji Size w polu x size wpisz n_x, a w polu y size: n_y. W sekcji Displacement
wprowadz przemieszczenie w kierunku x: 4*a oraz w kierunku y: 2*b+d.

G Convergence Plot 1 “r
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o e L
Showin physic ction
05] E
] x10" m["
s 2 ‘4 ) T % 5 % 5 5 7 5 5

8. Nastepnie utwdrz nowg elipse dla drugiego szyku elips. Kliknij prawym przyciskiem na wezet
Geometry 1 i z listy wybierz Transform>Copy. Jako Input Object wybierz pierwszg elipse. W
sekcji Displacement wprowadz przemieszczenie w kierunku x: 2*a oraz w kierunku y: b.
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Model Builder

~ % Graphics Convergence Plot 1
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9. Korzystajac z opcji Transform>Array powiel nowg elipse. W sekcji Size podaj wymiary x: n_x
oraz y: n_y. W sekcji Displacement wprowadz przemieszczenie w kierunku x: 4*a oraz w
kierunku y: (ly-(n_y-1)*2*b)/(n_y-2)+2*b. Kliknij Build All.

Graphics  Convergence plot 1 o
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B Build Selected ~ [ Build All Objects e L L L L L L . L L . L L L L
x10

Labek Amay2
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Active
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~ Selections of Resulting Enities
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Showin physics: [_Domain selection

10. Potacz elipsy w jeden element geometrii (Union). Kliknij prawym przyciskiem na wezet
Geometry 1 i z listy wybierz Booleans and Partitions>Union. Zaznacz wszystkie elipsy i
zatwierdz klikajgc Build Selected.

Model Builder Settings ~® Graphics Convergence Plot 1
U QaRéelH L *Eecen SR ~EBEE°> as
9 Buid Selected ~ B Build AllObjects gt L L L L L 1 L .

= T [0l
i GAORCAD
| |620%eRe2

of Diluted Species (tds)
port Properties |
1

A Mesh1
4 Study 1
. Step 1: Time Dependent

B Results

11. Utwdrz prostokat o szerokosci Ix i wysokosci ly.
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12. Odejmij elipsy od prostokata. Kliknij prawym przyciskiem na wezet Geometry 1 iz listy wybierz
Booleans and Partitions>Difference. Jako Objects to add wybierz prostokat (r1), a jako Objects
to subtract wybierzmy potgczone elipsy (unil).

@
N

40 Study 1
1 Sep 1 Time Dependent
Resuts

13. Zdefiniuj réwnanie dyfuzji

d Slected ~ B Build AllObjects

~ Difference

Objects to add:
Colig

[ Keep input objects
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Repairtolerance: Automatic
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14. W wezle Transport Properties 1 w sekcji Diffusion wprowadz D2D w polu tekstowym Diffusion

Coefficient. W wezle Initial Values 1 wprowadz wartosc¢ c_init.
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15. Zdefiniuj warunki brzegowe. Dodaj wezet Concentration 1, zaznacz lewy brzeg geometrii i w
pole Concentration wprowadz cO.
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16. Dodaj warunek brzegowy na prawym brzegu — Flux 1. Zmien Flux type na External Forced
Convection i w polu Mass transfer coefficient wprowadz km, a w polu Bulk concentration: 0.
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17. Uzyj domyslnej siatki obliczeniowej (pozostaw wezet Mesh 1 bez zmian).
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~ Physics and Variables Selection e
] Modify physics tree and variabls for study step
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Values of Dependent Variables -
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Study Extensions

Zadanie 1. Podczas modelowania osrodkéw porowatych doktadne stezenie w strukturze poréw nie jest
kluczowg kwestig, poniewaz opis struktury jest jednorodny i nie jest tak szczegdétowy jak na Rys. 5-13.
Najciekawszg kwestig jest zatem opis strumienia. Aby obliczy¢ sredni strumien na brzegu, scatkuj go
po brzegu i podziel przez jego dtugosé, b:

1 b
Faot)=7 ! k (cla,y,t)—c,)dy. (5.88)

Na podstawie wykresu przedstawiajgcego wyrazenia (5.88) jako funkcji czasu, dla czasu stacjonarnego

odczytaj Sredni strumien F‘jvgzl" (t > ). Podobnie postepujac wyznacz Srednie stezenie na

avg

prawym brzegu (x = a) w stanie stacjonarnym ¢, =c,, (t — ) zgodnie z definicja

avg (

1 b
Cag(t)=7 [ cla,y, ). (5.89)
0
Niemal liniowy profil stezenia w stanie stacjonarnym pozwala wyrazi¢ sredni strumien nastepujgco

D, Ve=-p, "% 5.90
Tleg VE= Doy . (5.90)
Konsekwentnie, mozna zastgpi¢ dwuwymiarowg strukture porowatg za pomocy jednowymiarowej
struktury homogenicznej wzdtuz osi x. Poréwnujgc strumienie (5.88) dla t—>o oraz (5.90)
otrzymujemy
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Deff CO _Cavg :r:, .
a 9

(5.91)

Przeksztatcajac wyrazenie (5.91) wyliczamy efektywny wspétczynnik dyfuzji w materiale porowatym:
D =" —. (5.92)

Podpowiedz: Aby wyznaczy¢ wartosci strumienia i stezenia na prawym brzegu musimy skorzystac z
wezta Derived Values. Klikajac na niego prawym przyciskiem mozemy zdefiniowac srednie oraz catki na
roznych obiektach (liniach, powierzchniach i objetosciach). Po wprowadzeniu odpowiedniego
wyrazenia i wybraniu przycisku Evaluate, w prawym dolnym rogu pojawia sie tabela z wyznaczong
wielkoscig dla wybranych krokéw czasowych.

BeN ®@ay ~EAEE° as
L L . I h

1 K

T T T T T T T
2 5 ] 5 5 7 8

Zadanie 2. Oszacuj po jakim czasie ustali sie stan stacjonarny (rozwigzanie nie bedzie zmienia¢ sie z
czasem). Skorzystaj z wczesniej stworzonych wykresow sredniego strumienia i stezenia.

Zadanie 3. Efektywne i ,swobodne” wspdtczynniki dyfuzji sg zazwyczaj powigzane zaleznoscig
DY = Dﬂ. (5.93)
T

gdzie ¢ jest porowatoscig struktury, a T jej kretoscig (ang. tortuosity), ktora jest Srednig miarg
rzeczywistej dtugosci na jednostke odlegtosci geometrycznej jakg czgsteczka musi przebyé w porowatej
strukturze.

Aby obliczy¢ porowatosé modelowanej struktury, nalezy obliczy¢ pole obszaru symulacji Q (réowne
catce z 1 po tym obszarze), a nastepnie podzieli¢ jg przez powierzchnie materiatu wraz z porami, tj.
przez pole prostokata a-b:

¢ =$Iﬂjldxdy- (5.94)

Na podstawie wyrazen (5.93) i (5.94) wylicz kretos¢ t. Kreto$¢ jest zwykle wyrazana jako potega
porowatosci, co skutkuje wyrazeniem na efektywna dyfuzyjnosé zgodnie z wyrazeniem

DY =Dg¢". (5.95)
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Uzyj obliczonych wartosci porowatosci i efektywnej dyfuzyjnosci aby obliczyé wyktadnik n w rdwnaniu
(5.95). Eksperymentalne wartosci n dla struktur porowatych wykorzystywanych w katalizatorach,
glebach i innych strukturach porowatych zwykle mieszczg sie w zakresie 1,5-2.

Alternatywny opis dyfuzji w osrodku porowatym. Zaktadajac, ze osrodek porowaty charakteryzuje sie
efektywnym wspétczynnikiem dyfuzji D% oraz porowatoécig 0 < ¢ < 1, transport masy w jednorodnym
osrodku o cechach materiatu porowatego moze opisa¢ za pomocg réwnania:

¢%+v (-DVc)=0. (5.96)

Wspétczynniki ¢p oraz D wyliczymy na podstawie obliczen dla modelowej struktury (Rys. 5-13). Warunki
brzegowe i poczatkowe sg takie same jak w oméwionym projekcie COMSOLa.

Zadanie 4. Korzystajac z obliczonej wartosci efektywnego wspodtczynnika dyfuzji, zaimplementu;j
uproszczony homogeniczny model transportu w geometrii 1D — réwnanie (5.96). Nastepnie sporzgdz
wykres sredniego strumienia na prawym brzegu dla obu modeli w funkcji czasu i poréwnaj je ze soba.
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5.7. Optymalizacja procesu SHS

Woprowadzenie — proces SHS. D3gzgc do zrdwnowazonego rozwoju, stajemy przed wyzwaniem
modernizacji przemystu, tak aby opierat sie na nowych, przyjaznych dla sSrodowiska, wysoce
energooszczednych i niskoodpadowych technologiach. Przyktadem takiej technologii jest proces
samorozwijajgcej sie syntezy wysokotemperaturowej (SHS — ang. Self-propagating High-Temperature
Synthesis), ktéra moze zosta¢ wykorzystana do syntezy potprzewodnikowych krzemkow, selenkdw i
antymonkow. Materiaty te mogg by¢ uzyte do konstrukcji termoelektrycznych urzadzen chtodniczych
lub termoelektrycznych generatoréw przetwarzajgcych ciepto odpadowe w energie elektryczna.
Niektére z nich majg tez wtasciwosci przydatne w innych zastosowaniach, takich jak elementy do
chtodzenia mikroprocesoréw i czujnikéw w urzgdzeniach mikroelektronicznych, absorbery swiatta w
ultra cienkich ogniwach stonecznych, zrdédta energii w fototermicznej terapii tkanek nowotworowych,
uktady do magazynowania wodoru czy elektrody w ogniwach elektrochemicznych.

W poréwnaniu do tradycyjnych metod wytwarzania materiatéw w drodze reakcji w fazie statej, ktére
sg na ogot czasochtonne i energochtonne, SHS ma wiele zalet: jest szybka, przebiega podobnie do
rozprzestrzeniania sie ptomienia w czasie spalania materiatéw palnych. Synteze w sprasowanej
mieszaninie proszkéw inicjuje lokalny zapton (np. iskra elektryczna lub grzejnik oporowy). Po
rozpoczeciu reakcja przebiega samoczynnie dzieki temu, ze towarzyszy jej wydzielanie ciepta (efekt
egzotermiczny). Front reakcji przesuwa sie wzdtuz probki az do momentu, gdy cata objetosé
przeksztatci sie w produkt. Nie wytwarza zadnych, albo bardzo mato produktéw odpadowych i ogéinie
mozna jg zakwalifikowaé jako technologie zielong. Dodatkowo przesuwajgcy sie front reakcji powoduje
wypieranie zanieczyszczen, przez co poprawia sie jakos¢ otrzymywanego materiatu.

Jednakze, pomimo wielu zalet SHS, nadal aktualne pozostajg pewne problemy do rozwigzania. Do nich
nalezg na przyktad, ktopotliwe skalowanie (tzn. przejscie od skali laboratoryjnej do przemystowej),
trudnosci w zapewnieniu warunkdéw adiabatycznych, wystarczajgcej predkosci propagacji i wysokiego
stopnia przereagowania w catej objetosci mieszaniny proszkowej. Jednym z narzedzi jakie mozemy
wykorzystaé¢ do rozwigzania wyzej wymienionych problemdéw jest modelowanie numeryczne.

Opis procesu SHS. SHS jest przyktadem zjawiska tgczacego rézne procesy fizyczne i chemiczne (ang.
multiphysics). Aby go poprawnie opisa¢ musimy uwzglednic trzy sprzezone ze sobg procesy:

e reakcje SHS zachodzgcag w sprasowanym ztozu reagentéw;
e transport ciepta w prébce i otaczajgcej komorze reaktora.
e przeptywu gazu w komorze reaktora.

Schemat analizowanego ukfadu przedstawiono na Rys. 5-14. Obszar obliczeniowy sktada sie z trzech
elementéw: komory reaktora wypetnionej gazem (€2z), wstepnie sprasowanego ztoza (£2) oraz stolika
(Qs). W trakcie zachodzenia procesu, przez komore przeptywa obojetny gaz, o zadanej predkosci i
temperaturze (na Wlocie) oraz zadanym cisnieniu (na Wylocie). Temperatura zewnetrznych $cian
reaktora jest stata w trakcie trwania procesu (Temperatura otoczenia). Na powierzchni sprasowanego
ztoza jest strefa Zapfonu gdzie przyktadane jest zrddto ciepta przez krétki poczatkowy czas procesu. Na
wszystkich scianach ztoza nastepuje wymiana ciepta w wyniku konwekcji i promieniowania. W obrebie
obszaru sprasowanego ztoza zachodzi wtasciwa reakcja SHS.
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Temperatura otoczenia

Przeptyw gazu
Konwekgjai

promieniowanie <

\ Reaktor, Qg
Wlot —— «~— Wylot

Zapton Ztoze, O,

Temperatura otoczenia

Rys. 5-14 Schemat uktadu SHS.

Proces SHS jest opisany zaleznymi od czasu wielkosciami: stopien przereagowania (7), temperatura (7),
pole wektorowe predkosci (u) oraz cisnienie (p). Reakcja SHS, zachodzgca w ztozu Q; opisana jest
ponizszym rownaniem (szybkos¢ stopnia przereagowania):

on o

gk, (5.97

gdzie n — rzad reakcji, k, — stata szybkosci (s?), E. — energia aktywacji reakgji (kJ/mol). We wszystkich
trzech obszarach (domenach) zachodzi proces transportu ciepta opisany réwnaniem (por. (1.39))

or
p,.Cpl,.E+p,.CpI,u-VT =V (x,VT)+Qq (5.98)

gdzie p; — gestos¢, Cpi — pojemnosc cieplna oraz x; — przewodnictwo cieplne, indeks i — odnosi sie do
domeny. W kazdej z domen — komorze, sprasowanym ztozu oraz stoliku — powyzsze parametry
przyjmujg inne wartosci, adekwatnie do materiatu. Ponadto, nie wszystkie procesy zachodzg w kazdej
z domen. Czton konwekcyjny (piCp,iu-VT) jest obecny tylko w domenie wypetnionej obojetnym gazem,
natomiast czton Zzrédtowy (Q) rozpatrujemy tylko w obrebie ztoza i dany jest ponizszym rownaniem

on
Q=-AH —L.p, 5.99
o P (5.99)

gdzie AH, jest cieptem (entalpig) reakcji.
W projekcie rozwazamy otrzymywanie krzemku magnezu metodg SHS

2Mg +Si = Mg,Si (5.100)
Ciepto tej reakcji wyznaczamy na podstawie entalpii tworzenia

AH,(T) = AH g )(T) = 2AH ) (T) — AH ) (T). (5.101)

Entalpia tworzenia w temperaturze T moze zosta¢ wyznaczona z odpowiednich pojemnosci cieplnych

Cy, standardowych entalpi tworzenia AH; oraz réwnania Kirchhoffa AC, =(0AH/0T),:
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T T
AH gy (T) = AHZe sy + .[ Cotigysy(T)AT', AHzq)(T) = .[ Cos)(T)AT,

298 298

923 T (5.102)
AH, e (T) = j Coge(TNAT' + AH,,, ) (923) + j C g (7T,
298 923

gdzie standardowa entalpia tworzenia AH; dla pierwiastkéw wynosi zero, AH,, ., (923K) jest

cieptem przemiany fazowej magnezu, a indeksy ,s” i ,,/” oznaczajg odpowiednio faze statg i ciekta.
Ostatnim procesem fizycznym rozpatrywanym w modelu jest przeptyw obojetnego gazu, opisany
rownaniem Naviera—Stokesa dla cieczy lekko Scisliwych:

p@_u+ pu-Viu = V-[—pl+,u(Vu+(Vu)T)—£,u(V-u)I},
ot 3 (5.103)

6_p+ V-(pou) = 0.

ot
Rownania te sg rozpatrywane tylko w komorze reaktora (Qg).

Sformutowanie problemu w 2D, dane materiatowe oraz warunki brzegowe. Ze wzgledu na geometrie
uktadu SHS, model zostanie zaimplementowany w 2D. Wymiary domeny obliczeniowej sg na Rys. 5-15.

3.6 cm

2 cm
0.6cm

1

3cm

0.4cm

5cm

Rys. 5-15 Wymiary domeny obliczeniowej dla SHS do przyktadowego projektu COMSOLa.

W uktadzie wystepujg trzy materiaty, ktorych wiasciwosci musza zostac zdefiniowane. W przypadku
ciat statych — ztoza oraz stolika — przyjmiemy uproszczenie, ze ich wtasciwosci sg state (Tab. 5-4).

Tab. 5-4 Parametry materiatowe ciat statych.

Gestos¢ (kg/m3) | Pojemnosc cieplna (J/(kg-K)) | Przewodnictwo cieplne (W/(m-K))
Ztoze 1990 1000 2
Stolik 2203 703 1.38

Zatozymy ze reakcja SHS przebiega w atmosferze obojetnego gazu, ktérego wiekszos¢ wtasciwosci jest
zdefiniowana jako funkcje analityczne temperatury (Tab. 5-5).

Tab. 5-5 Wtasciwosci gazu dane wzorami
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Lepko$¢ dynamiczna (Pa-s) 5.20-10° + 4.43-108T - 7.89-101?72
Pojemno$¢ cieplna (J/(kg-K)) 895.93 + 0.0115T + 2.59-1047?
Przewodnictwo cieplne (W/(m-K)) | —=0.0070 + 1.69-10*T —2.29-1077? + 1.70-101°73

Gestosc¢ gazu w funkcji temperatury zostanie zaimplementowana jako funkcja interpolacyjna w oparciu
o znane wartosci dla wybranych temperatur (Tab. 5-6).

Tab. 5-6 Gestos¢ gazu w funkcji temperatury.

Temperatura (°C) | Gestos¢ (kg/m?3)
280 1.378
300 1.284
320 1.203
340 1.132
360 1.069
400 0.9622
500 0.7696
600 0.6413
700 0.5497
800 0.4809
900 0.4275

1000 0.3848

Warunki brzegowe dla przeptywu obojetnego gazu zestawiono w tabeli (Tab. 5-7). Do komory wlatuje
gaz o zadanej predkosci, natomiast na wylocie zdefiniowane jest jego ciSnienie. Temperatura
wptywajgcego i wyptywajacego gazu jest rowna temperaturze otoczenia.

Tab. 5-7 Warunki brzegowe dla réwnan Naviera—Stokesa.
Wiot v=0.04m/s T=Tamp=300K
Wylot p=1atm T = Tamp =300 K

Wymiana ciepta pomiedzy ztozem a obojetnym gazem zachodzi na drodze konwekcji i promieniowania.
Konieczne jest zdefiniowanie strumienia ciepta na granicy tych dwéch domen, ktéry bedzie suma
cztonu konwekcyjnego i promieniowania (por. (1.80)

q,=—h,(T-T,,) —eo(T" -T,,), (5.104)

gdzie h, — wspdtczynnik przenikania ciepta, £ — emisyjnosc ciata, o— stata Boltzmanna. Na fragmencie
powierzchni ztoza nalezy zdefiniowad Zrédto ciepta reprezentujgce zapton, ktéry bedzie aktywny przez
okreslony (krotki) czas:

g,=10° W/m?, t<10s. (5.105)

Wartosci parametrow kinetycznych reakcji (rownanie (5.97)) wraz z parametrami konwekcji i
promieniowania zestawiono w tabeli (Tab. 5-8).
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Tab. 5-8 Parametry kinetyczne reakcji oraz konwekcji i promieniowania.

Rzad reakgji, n (-) 3.55
Stata szybkosci, k, (m/s) 88
Energia aktywacji, E4 (kJ/mol) 35

Wspétczynnik wnikania ciepta, h, (W/(m?-K)) 22

Emisyjnosc ciata, &(-)

0.7

Efekt energetyczny reakcji SHS, AH,, ktéry zostat wyznaczony w postaci funkcji interpolacyjnej na
podstawie rownan (5.101)—(5.102) zestawiono w tabeli (Tab. 5-9).

Tab. 5-9 Efekt energetyczny reakcji SHS w funkcji temperatury.

Temperatura (K) | AH, (J/kg)
328 1015101
428 1016285
528 1016880
628 1017638
728 1019158
828 1021985
908 1025543
918 1026084
923 1247523
928 1248006
1028 1258149
1128 1266709
1228 1273731
1328 1279254
1375 1280968
Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimension

wybierz 2D.

2. W oknie Select Physics, dodaj 3 interfejsy: Laminar Flow (spf), Heat Transfer in Solid (ht) oraz

General Form PDE. W ostatnim z nich zmien nazwe zmiennej na nu oraz jednostke cztonu

zrédtowego na 1 (bo stopien przereagowania nu jest wielkoscig bezywiarowg).
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Select Physics

X Ac/DC
) Acoustics
23 Chemical Species Transport
4 == Fluid Flow
4 == Single-Phase Flow
Laminar Flow (spf)
4 | Heat Transfer
@ Heat Transfer in Solids (ht)
Heat Transfer in Fluids (ht)
| Electromagnetic Heating
57 Structural Mechanics
4 Au Mathematics
4 Au PDE Interfaces
Au Coefficient Form PDE (c)
Au General Form PDE (g)
Au Wave Form PDE (wahw)
Jdu Weak Form PDE (w)
(&) PDE, Boundary Elements (pdebe)
A0 Lower Dimensions
4§ ODE and DAE Interfaces
@ Optimization and Sensitivity
V2 Classical PDEs
7 Deformed Mesh
2 Wall Distance (wd)
- Cunvilinear Coordinates (cc)

Added physics interfaces:
Laminar Flow (spf)

| @ Heat Transfer in Solids (ht)
Au General Form PDE (g)

Search

Review Physics Interface

General Form PDE (g)

Dependent Variables

Field name: nu
Number of dependent variables: 1
Dependent variables: nu

T

Units.

Dependent variable quantity

Dimensionless (1)
Source term quantity
None

Unit:

1

3. W sekcji Study wybierz Time Dependent i zatwierdz klikajac Done.

4. Zdefiniuj parametry wystepujace w modelu, wprowadzajgc do tabeli Parameters, tak jak na

ponizszej grafice.

Model Builder

-

® v

4 @ Analiza typu multiphysics - proces SHS - implementacja 5.3.mph (root

4 @ Global Definitions
Pi Parameters
i3= Materials
4 9 Component 1 (comp1)
= Definitions
A\ Geometry 1
22 Materials
4 == Laminar Flow (spf)
& Fluid Properties 1
& Initial Values 1
B wall 1
4 | @ Heat Transfer in Solids (ht)
& Solid 1
& Initial Values 1
&5 Thermal Insulation 1

¥ Parameters

»
Name
n
kr
EO
Tamb
Eps
hn

Expression
3.55

88

35[k)/mol]
300(K]

0.7

22 [W/m*2/K]

Value

3.55

88

35000 J/mol
300K

0.7

22 W/(m*K)

Description

reaction order
preexponent

Activation energy
ambient temperature
radiation heat loss
conductive heat transfer...

5. Zdefiniuj funkcje interpolacyjng, dHr, w Component 1, ktéra bedzie zwracata ciepto reakcji w
zaleznosci od temperatury na podstawie danych z tabeli (Tab. 5-9). Wprowadz odpowiednie
jednostki funkcji i argumentéw, oraz wybierz sposdb interpolacji i ekstrapolacji jako Linear.

Model Builder
- T Tt EL G-

4 4 Anaiza typu multiphysics - proces SHS - implementacja 5.3.mph (root | (3 Pl
4 © Global Definitions.

Labe:  Reaction Heat

~ Definition
Datasource: | Localtable
N
2
Lominar Flow (1) F
B Fluid Properties 1 528
o2
728
)
il olues 1 o
S Thermal Insulation 1
4 Au General Form PDE (g) e
B General Form PDE 1 EZ3
028
Tize
2 Mltiphysics 128
AMent 1528
40 Study 1 175
1 Step 1 Tme Dependent
B Results

] Define inverse function

[0
1015101048
1016284655
101687968
1017637892
1019157603
1021984711
1025543.463
1026084375
1247523308
124800554
1258149.144
126709274
1273730751
1279253847
1280967855

Inverse function name:  int1_in

Interpolation: | Linear

Extrapolation: | Linear
~ Units
Arguments: K

Function: _ J/kg

~ Interpolation and Extrapolation

dHr(t) (rkg)

dHrlt) (kg)

Messages  Progress Log

\

‘COMSOL Muttiphysics 530316
Modell

900 1000

1100 1200 1300 1400
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6. Zdefiniuj kolejng funkcje interpolacyjng, frho, ktdra bedzie zwracata gestosc gazu w zaleznosci
od temperatury na podstawie danych z tabeli (Tab. 5-6). Wprowadz odpowiednie jednostki
funkcji i argumentéw, oraz wybierz sposdb interpolacji i ekstrapolacji jako Linear.

5 SHS - implementacja 5.3.mph (root

frho(t) (kg/m~3)
Label:  Gas densi B
=l 17
~ Definition
1ef \
\

15
) A

14
1375 N\
1284 \
1208 . N
1132 \
1069 12 N
09622 s \
0769 ¢ \¢
o413 K N
osis7 L \
04809 H AN
04275 £ :

09
03048 \\

. \

y 07 e
Step 1: Time Dependent ~—
& Results 06 >
~_
o3 T
04 e—
200 300 400 500 0 800 500 1000
t (degC)
1 Progress Log '
‘COMSOL Multiphysics 530316
Model NK h

7. Korzystajgc z danych zawartych tabeli (Tab. 5-5), zdefiniuj pozostate wtasciwosci gazu — lepkos¢
dynamiczng, pojemnos¢ cieplng oraz przewodnictwo — jako funkcje analityczne — o nazwach
fmu, fCp oraz fK. Wszystkie zaleznosci w tabeli (Tab. 5-6) sg funkcjami temperatury (K).

KT (WimiK)

016
00010+ 183641225712 - 1700107 7
L /

Automatic <] o1 /

periodic Extension .
~_Unis 014 /
013

Advanced 0.11 4

~ Plot Parameters P

” Argument Lower limit Upper imit
30 1300 7

300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

8. Wykonaj geometrie 2D reprezentujgcg domeny obliczeniowe, zgodnie z wymiarami
przedstawionymi na rysunku (Rys. 5-15). Najtatwiej jg wykonaé przy pomocy trzech,
odpowiednio ustawiony prostokgtéw. Linie potrzebng do zdefiniowania zaptonu, mozna
wykonac przy pomocy Line Segment.

- Bl AN Objects RS S A b Y (DR el B i W TP LA i

9. Zdefiniuj materiat w projekcie. Dodac trzy Blank Materials i nadaj im nazwy: Gas, Mg2Si oraz
Stolik. W kazdym z materiatéw nalezy wybra¢ poprawng domene, do ktdrej jest dany materiat
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przypisany. W przypadku materiatu Gas, jako wtasciwosci trzeba poda¢ odpowiednio: frho(T),
fmu(T), fK(T) oraz fCp(T). W polu Ratio of specific heats wprowadz 1.4. W przypadku Mg2Si
oraz Stolik wprowadZ dane zawarte w tabeli (Tab. 5-5). Jesli program bedzie wymagat
zdefiniowania Dynamic Viscosity dla nich, nalezy zmodyfikowac¢ interfejs Laminar Flow, tak aby
dotyczyt jedynie komory reaktora.

Model Builder Settings ~*| Graphics
= Material aQaQAeH L *»e@oon SRS ~EEE> a8
‘o ces SHS - mplementacia 5 3mph g ™ 5

Geometric Entity Selection
[ Domain 5]
Selection: [ Manual < s
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10. Zdefiniuj réwnania dla przeptywu obojetnego gazu. W wezle Laminar Flow zmieniamy
Compressibility na Weakly compressible flow, oraz upewniamy sie ze ta fizyka bedzie
rozpatrywana tylko w domenie reaktora. Kolejno dodaj warunki brzegowe na wlocie (Inlet) i
wylocie (Outlet) reaktora, zgodnie z danymi w tabeli (Tab. 5-7). Warunek Inlet nalezy
zdefiniowac na lewym brzegu (x=0), a warunek Outlet na prawym brzegu (x=5).
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ry System 1 (sys1)
[ View 1
4 A\ Geometry 1
3 Rectangle 1 (1)
3 Rectangle 2 (r2)
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© Dependent variables

11. W nastepnych krokach wprowadzimy ustawienia do interfejsu opisujgcego transport ciepta
(Heat Transfer in Solids). Domyslnie zdefiniowany jest wezet Solid 1. Dodaj nowy wezet Fluid 1.
Do wezta Fluid 1 przypisz domene 2 (reprezentujacg Gas). Parametry wymagane do obliczen
transportu ciepta w catej domenie sg pobierane automatycznie dla materiatéw. Domysiny
warunek brzegowy (Thermal Insulation 1) zastap warunkiem Temperature 1 i przypisz mu
temperature otoczenia (Tamb) do wszystkich zewnetrznych brzegéw uktadu.
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12. Aby zdefiniowac¢ konwekcje i promieniowanie, dodaj wezet Boundary Heat Source 1 i wybierz

brzegi pomiedzy ztozem a komorg reaktora. W sekcji Heat Source wybierz General Source i w

polu ponizej wpisz: -hn*(T-Tamb) - sigma_const *Eps*(TA4-Tamb”4). Stata Boltzmanna, jest

zdefiniowana w COMSOLu jako sigma_const, dlatego nie musielimy jej wprowadza¢ do

parametréw modelu.

Label: Boundary Heat Source 1

~_Boundary Selection

Override and Contribution
Equation

~ Boundary Heat Source

&P 4

13. Kolejnym warunkiem brzegowym bedzie zapton. Dodaj wezet Boundary Heat Source 2. W oknie

graficznym wybierz segment na lewym brzegu ztoza Mg,Si, zdefiniowanym wczesniej za

pomoca Line Segment. Poniewaz zapton ma byé warunkiem dziatajgcym tylko przez okreslony

czas, wartos¢ strumienia bedzie wyrazona za pomocg wyrazenia logicznego: (t<10)*1E6.

@ Anal proces SHS - implementacja 53.mph (.

Labek: Boundary Heat Source 2

~Boundary Selection

Override and Contribution
Equation

~ Boundary Heat Source

G 4

Graphics
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BeN ®ens
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14. Zdefiniuj zrédto ciepta w objetosci ztoza Mg,Si za pomoca wezta Heat Source 1. Jako wartosé

zréodta wprowadz: mat2.def.rho*dHr(T)*nut. Poniewaz gestos¢ Mg,Si jest zdefiniowana w

obrebie materiatu a nie jako zmienna, korzystamy z zapisu, ktory bezposrednio odwotuje sie

do wiasciwosci materiatu: mat2.def.rho (materiat 2, definicja, parametr rho). Symbol nut
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oznacza pierwszg pochodng po czasie zmiennej nu (stopnia przereagowania), ktéra

obliczana w interfejsie General Form PDE.
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15. Zdefiniuj przebieg reakcji SHS w interfejsie General Form PDE, ktdra zachodzi w domenie ztoza

Mg,Si. Analizujac (5.97) mozemy zauwazyé, ze w roéwnaniu opisujgcym reakcje SHS, nie

wystepuje strumien, tylko czton zrédtowy. W zwigzku z tym nalezy odpowiednio: wyzerowa¢é

obie sktadowe strumienia oraz wprowadzi¢ czton zrédtowy: (1-nu)*n*kr*exp(-EO/R_const/T).

Damping or Mass coefficient ustaw na 1. Poniewaz reakcja SHS zachodzi tylko w domenie ztoza,

oraz produkt nie moze opusci¢ tej domeny, domysiny warunek brzegowy Zero Flux 1 nie

wymaga modyfikacji.

Model Builder
P i

16. Utworz siatke obliczeniowg korzystajac

Mesh. Jako rozmiar wybierz Finer. Kliknij Build All.
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17. Rozwin Study 1, wybierz Step 1: Time Dependent i w polu Output times wprowadz:
range(0,1,60) 90 120 150. Zaznacz opcje wyswietlania wynikéw w trakcie obliczen — Results
While Solving. Uruchom symulacje klikajagc Compute.
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18. Domyslnie zostanie wygenerowany wykres predkosci. Utworz wykresy dla: cisnienia (p),
temperatury (7) i stopnia przereagowania (nu).

Tine=25 s Surface: Velocity magntude (mys) o Time=25 s _Contour: Pressure (Pa)
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Zadanie 1. Przeanalizuj otrzymane wykresy pod katem ewolucji procesu SHS. Utwoérz wykres
obrazujgcy potozenie frontu reakcji (nut). Wygeneruj wykresy w postaci plikéw .gif.

Zadanie 2. Analizujgc odczyty termopar w punktach, jestesmy w stanie uzyska¢ istotne informacje o
kinetyce procesu SHS. Wprowadz reprezentacje takich termopar w postaci dwdch Domain Point Probe
(Definitions—Probes—Domain Point Probe) w lokalizacjach x=2, y=1.4 oraz x=2, y=1.4.
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Zadanie 3* Zaimplementuj przedstawiony ponizej projekt w geometrii 3D. Przyjmij, ze ztoze Mg.Si jest
walcem o srednicy 2 cm, gtebokos¢ komory reaktora wynosi 4 cm. Pozostate wymiary przyjmij takie jak
w projekcie 2D. Poréwnaj wyniki otrzymane z modeli 2D i 3D.
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5.8. Naprezenia w materiatach

Wprowadzenie. W tym rozdziale opiszemy przyktadowe zastosowania srodowiska COMSOL do
problemdw naprezen i odksztatcen ciat statych traktowanych jako osrodki ciggte. Ograniczymy sie tylko
do osrodkéw idealnie sprezystych.

Odksztatcenia (ang. strain). Pod wptywem przytozonych sit ciata state ulegajg odksztatceniom, czyli
zmieniajg ksztatt i objetos¢. Nastepuje wtedy przemieszczenie punktéw ciata. Dlatego podstawg do
sformutowania réwnan teorii sprezystosci jest wprowadzenie pojecia pola wektorowego
przemieszczen, u(x,y,z,t), ktére w ogdlnosci zalezy od potozenia punktu (x,y,z) oraz czasu ¢ — Rys. 5-16.
Nas interesowac beda tylko przypadki stacjonarne, dlatego nie bedzie w réwnaniach zaleznosci od
czasu, zatem pole przemieszczen bedzie tylko funkcjg potozenia u(x,y,z).

—)

odksztafcenie

X

Rys. 5-16. Odksztatcenie ciata opisujemy polem wektorowym odksztatcen u. W kazdym punkcie wektor ten moze
by¢ inny. Pole wektorowe u(x,y,z) jest podstawg do zdefiniowania tensora odksztatcen.

Teoretycznie mozna sformutowad rownania teorii sprezystosci tylko w oparciu o pole przemieszczen,
ale w praktyce wygodniej jest wprowadzi¢ kolejne pojecie, ktére opisuje odksztatcenie osrodka, czyli

tzw. tensor odksztatcer? oznaczany symbolem & W przypadku, gdy odksztatcenia sg nieduze, to w
uktadzie kartezjanskim (prostokgtnym) sktadowe tego tensora sg réwne

1 ou, Ou; .

gy=—| —t+—=|, 1,j=1,2,3, (5.106)
2 ox; Ox,

gdzie uzyliSmy notacji x, =x, x, =y, x, =z. Notacja w ktdrej numerujemy sktadowe wektora jest

wygodniejsza do ogdlnych rachunkdw, ale trzeba pamieta¢, ze sktadowe wektora przemieszczenia sg

réznie oznaczane w zaleznosci od kontekstu. Mamy zatem rézne oznaczenia

u:(ul,uz,u3):(ux,uy,uz):(u, v, w). (5.107)

Okazuje sie ze wielkosci zdefiniowane wzorami (5.106) stanowig faktycznie sktadowe tensora, ktérego

reprezentacja macierzowa w ukfadzie prostokatnym ma postaé (dwie formy zapisu):?

21 Spotyka sie tez okreslenie — tensor deformacji. W literaturze angielskiej jest to strain tensor.

22 Tensor drugiego rzedu mozna reprezentowaé macierza, ale nie oznacza to, ze kazda tablica liczb jest tensorem.
Aby podac macierz tensora musimy najpierw wybrac jakas baze w przestrzeni, na przyktad w 3D moze to by¢
baza: bi=(1, 2, 0), b>=(0, 1, 1), b3 = (2, 3, 4). W tej konkretnej bazie elementy macierzy reprezentujgcej tensor
beda miaty pewne wartosci, ale w innej baze te wartosci bedg na ogét inne. Wielkos¢ bedzie tylko wtedy
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‘911 ‘912 ‘913 gxx ‘9xy gxz
=&, &, &u lub e=|¢, ¢, ¢,/ (5.108)
‘931 832 833 gzx gzy 822
Z definicji (5.106) wynika bezposrednio, ze jest to to tensor symetryczny (g; = &):
Ey =Epr Ex =Epr £, =8y, (5.109)

dlatego zawiera on tak naprawde szes¢ niezaleznych sktadowych, a nie dziewieé. Nalezy jeszcze raz

podkresli¢, ze tensor odksztatcenia jest funkcjg potozenia punktu w osrodku, & = & (x,y,z), dlatego
liczbowe wartosci sktadowych macierzy (5.108) sg na ogét rézne w réznych punktach ciata.

A P Ax
u(x)

A

N uleray)

Rys. 5-17. Dwuwymiarowe odksztatcenia matego elementu osrodka ciggtego i interpretacja sktadowych &, oraz
&y tensora odksztatcenia.

Poszczegdlne sktadowe tensora odksztatcenia mozna zinterpretowac geometrycznie, co ilustruje Rys.
5-17, na ktérym pokazano odksztatcenie matego prostokatnego elementu Ax x Ay osrodka (dla
prostoty ilustracja jest w geometrii 2D). Jak wida¢ sktadowa

=1(6“X +%J _ o, (5.110)

£
o2l ox ox Ox

przedstawia wzgledng zmiane dtugosci w kierunku x, podobnie g, to wzgledna zmiana dtugosci w
kierunku y, a suma katéw «i f, ktéra przedstawia odksztatcenie scinajace wynosi =2&,.

Poniewaz a+f=~2¢,, to w mechanice odksztafcen czgsto wprowadza si¢ oznaczenie

ou auy .
7y =2&,, =——+—. Podobnie dla pozostatych sktadowych:
oy Ox
ou, Ou, ou, ou ou, ou
=y =2 =—>+ , =y, =28, =—"+—=, ),=V), =26, =—F+—. 5.111
7 Xy 7 yx Xy 6}/ GX 7 Xz 7 X Xz 62 8X 7/ 1% 7/ y y. 62 ay ( )

tensorem, jezeli przejscie od macierzy tensora w pierwszej bazie do macierzy w drugiej bazie odbywa sie wg Scisle

okreslonych regut transformacji (podobnie jak dla macierzy odwzorowania liniowego L: R" — R").
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Uzywajac tych oznaczen sktadowe tensora odksztatcenia zapiszemy nastepujgco

gxx %yxy %}/xz
E=13Vw &y 3V | (5.112)

v
1 1
2 v zx 2 v zy gzz

Naprezenia (ang. stress). Rozktad molekut w ciele nieodksztatconym odpowiada stanowi rownowagi
cieplnej tego ciata, a ponadto wszystkie jego czesci znajdujg sie we wzajemnej réwnowadze
mechanicznej. Podczas odksztatcenia ciato zostaje wytrgcone ze stanu réwnowagi, i w rezultacie
pojawiajg sie w nim sity dgzgce do przywrdcenia stanu rownowagi. Sity te (wewnetrzne) zalezg od
odziatywan molekularnych w ciele. Zasadnicze znaczenie dla mechaniki odksztatcen ma fakt, ze sity
oddziatujgce miedzy czgsteczkami sg bliskiego zasiegu — ich bezposrednie oddziatywanie rozcigga sie
wokot wytwarzajacej je molekuty na odlegtos¢ rzedu odlegtosci miedzymolekularnych. Jednakze w
teorii sprezystosci, jako teorii makroskopowej, rozpatrywane sg odlegtosci znacznie wieksze niz
odlegtosci miedzy czgsteczkami w ciele, dlatego sity jakimi sgsiednie elementy dziatajg na siebie
traktuje sie jako sity powierzchniowe (nie dotyczy to przypadkdéw, gdy wraz z odksztatceniem pojawiajg
sie makroskopowe sity elektryczne, na przyktad w piezoelektrykach). Natomiast zewnetrzne sity (takie
jak grawitacja) przenikajg caty osrodek, stad sity te nazywamy sitami objetosciowymi (jezeli sg one
wprost proporcjonalne do masy elementu osrodka, to uzywa sie tez okreslenia — sity masowe).

Niestety pole naprezen w odksztatconym ciele nie moze byé opisane tylko przy pomocy zwyktego pola
wektorowego sit. Zauwazyt to juz August Cauchy formutujgc podstawy mechaniki osrodkéw ciggtych
na pocz. XIX w. Problem polega na tym, ze sita powierzchniowa T dziatajgca w punkcie P = (x,y,z) na
dowolng wyobrazong powierzchnie w ciele przechodzacg przez P zalezy takze od wektora normalnego
n do tej powierzchni. Inaczej méwigc, jezeli wyobrazimy sobie dwie takie powierzchnie przecinajgce
sie w punkcie P pod niezerowym katem (np. prostopadle), to sity te bedg na ogét réine, Ty # T,. Ale
Cauchy udowodnit, ze zaleznos¢ sity T od wektora normalnego w danym punkcie ciata jest liniowa.
Oznacza to, ze (podobnie jak dla odksztatcen) odziatywanie w odksztatconym ciele mozna opisywac
przy pomocy pewnego pola tensorowego, nazywanego tensorem naprezeri Cauchy’ego (w skrocie
tensor naprezeri) oznaczanym symbolem o, ktérego sktadowe w uktadzie prostokatnym reprezentje
macierz 3 x 3:

O-ll 012 013 O-xy ny sz
c=|0, 0, O0,| 0O0=0, O, O, (5.113)
031 0-32 0-33 sz Gzy O-zz

gdzie uzyliSmy dwdch notacji (indeksy 1,2,3 lub symbole x, y, z). Okazuje sie ponadto, ze tensor
naprezen jest symetryczny, 6; = Gj;, co wynika z zasady zachowania momentu pedu, dlatego zawiera
on tak naprawde sze$¢ niezaleznych sktadowych:

(o)

xx?

o,, O

zz?

O,

xy’

O,

xz?

o, (5.114)

Sktadowe tensora naprezen mozna interpretowaé w odniesieniu do odksztatcenia matego elementu
osrodka jako sity (na jednostke powierzchni) Sciskajgce/rozciggajace lub Scinajgce.
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Mozemy teraz potgczy¢ opis geometryczny (odksztatcenia) z fizycznym (naprezenia) stosujac Il zasade

dynamiki Newtona (w naszym przypadku — wariant statyczny, czyli rownowaga sit i momentodw sit).

Wynikajg stad podstawowe réwnania mechaniki ciat sprezystych (réwnania Cauchy’ego):*

0
0o, + DOy do,, +b, =0,
ox oy oz

oo, do, Jo,
PO Y t— +b, =0, (5.115)

0
00, Loy 00, +b, =0,
ox oy 0z

gdzie b=(b,,b,,b,) jest zewnetrznym polem sit objetosciowych/masowych.

Podobnie jak dla odksztatcen tak i dla naprezen w literaturze przedmiotu wystepujg pewne
alternatywne oznaczenia. Na przyktad sktadowe tensora naprezen (5.113) na przekatnej s3 czasami
oznaczane pojedynczym indeksem, a dla sktadowych poza przekatng uzywa sig tez symboli z;:

01 O-12 0-13 O-x Txy sz
c=\o, O, 05| O©O=|7, O, T, (5.116)
031 032 0-3 sz sz (72
Oczywiscie mamy symetrie: 7, =7, 7,,=7,, 7, =7,

Relacje konstytutywne. Dotychczasowe rozwazania, a w szczegélnosci réwnania (5.115), nie
pozwalajg jeszcze rozwigza¢ zagadnienia odksztatcenia ciata sprezystego, nawet jezeli znamy
przytozone sity zewnetrzne. Brakuje jeszcze konkretnych wtasnosci materiatowych dla danego ciata, bo
przeciez ciata o tym samym ksztatcie i tak samo przytozonych sitach bedg réznie sie odksztatcac, gdy
bedg na przyktad wykonane ze stali czy z aluminium. Podstawowym pytaniem jest jak odksztatcenia w
ciele (€) wptywaja na jego wewnetrzne naprezenia (6)? Inaczej musimy jeszcze znac zaleznosé o = 6(é&).
Taki wtasnie zwigzek nazwiemy relacjg konstytutywngq. W najprostszym przypadku (uogdlnione prawo
Hooka) jest to liniowa zalezno$¢ pomiedzy sktadowymi tensora naprezen i tensora odksztatcenia:

3
o=C:¢, cyli o,=Y Cué&,. (5.117)

k,I1=1
W wyrazeniu tym wystepuje tzw. tensor sztywnosci C, ktérego sktadowe Cy,, dla i, k,/I=1,2,3 nazywane
sg ogdblnie modutami sprezystosci. tatwo policzyé, ze jest ich 3% = 81. No cbz, nie wyglada to za dobrze
—wydaje sie, ze do opisania takiego ciata potrzebnych jest (w najogdlniejszym przypadku) az 81 statych!
Z ogélnych wtasnosci tensora naprezen i odksztatcen wynika jednak, ze tensor sztywnosci musi
wykazywaé rézne symetrie, co ostatecznie redukuje liczbe mozliwych niezaleznych statych do 21.%

23 Tutaj podane sg réwnania Cauchy’ego dla przypadku stacjonarnego. Ogélnie réwnania te opisujg odksztatcenia

zalezne od czasu, wtedy po prawej stronie réwnan (5.115) wystgpig jeszcze pochodne materialne pola

wektorowego odksztatcen (5.107), Du_ Z—u+ u-Vu. W oparciu o takie réwnania mozna na przykfad analizowa¢
Dt t

drgania sprezyste ciat o dowolnym ksztafcie, obliczy¢ fale dzwiekowe emitowane przez ciato, ktére zostato

pobudzone, uzyskac czestosci rezonansowe konstrukcji itd.

24 Szczegbétowq analize mozna znalezé na przyktad w ksigzce I.I. Olchowski ,Mechanika Teoretyczna”, PWN,
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Jezeli ciato anizotropowe ma jakie$ wtasciwe mu symetrie, wtedy wystepuja dodatkowe zwigzki miedzy
modutami sprezystosci, i tym samym zmniejsza sie liczba niezaleznych modutéw sprezystosci. Na
przyktad mozna wykazaé, ze krysztat o sieci regularnej charakteryzujg tylko trzy niezalezne moduty
sprezystosci Com, Cayys Cyry->>

Ciafa izotropowe maja jeszcze wyzszg symetrig, gdyz tensor modutow sprezystosci C=[C, ] nie zalezy
od wyboru kierunku osi wspotrzednych, co pozwala zredukowaé liczbe niezaleznych parametréw do
dwéch, tzw. stafych Lamégo, oznaczanych symbolami A i u. Tak wiec sprezystos¢ ciata izotropowego
scharakteryzowana jest tylko dwiema statymi. W praktyce jednak czesciej postugujemy sie dwiema
innymi statymi, ktére majg bezposredni zwigzek z pomiarami odksztatcenie—przytozona sita: modutem
Younga E i wspoétczynnikiem Poissona v. Mozna wyprowadzi¢ zwigzki pomiedzy statymi Lamégo a tymi
dwoma parametrami:

1 31 31+2
==t p= 2T (5.118)

232+4u A+u
Materiaty izotropowe zazwyczaj sg opisywane w bazach danych wtasnie przy pomocy modutu Younga
i wspotczynnika Poissona i dlatego przy nich zostaniemy. Typowe wartosci modutu Younga w
temperaturze T = 25 °C podane sg w tabeli (Tab. 5-10). Nalezy traktowac je jako szacunkowe, gdyz

dokfadne wartosci mogg sie zmienia¢ w zaleznosci od mikrostruktury, domieszek itd.

Tab. 5-10 Przyktadowe wartosci modutu Younga E (GPa) wybranych materiatéw.

zelazo (lane) | miedz | aluminium | otéw | polistyren (kryst.) | stal (A36) | mosigdz | drewno

100 110 68 13 2.5-35 200 106 9-12

Zbierajgc wszystkie omawiane zaleznosci: symetrie tensora odksztatcenia, symetrie tensora naprezen,
redukcje tensora sztywnosci w relacji konstytutywnej (5.117) do dwéch parametrow dla ciat

izotropowych, mozna wyprowadzié¢ nastepujaca zaleznos¢ c od &

o, [v-1)E —vE —VE 0 0 0 ;
o, -vE (v-1E —vE 0 0 0 g,
o, 1 —vE —-vE (v-1)E 0 0 0 g
=— ) (5.119)
o,| 2v'+v-1 O 0 0 (2v-1)E 0 0 Yye
o, 0 0 0 (2v-1)E 0 Y o
o, | 0 0 0 0 0 (v-1)E || 7, |

Zaleznos$¢ powyiszg czesto tez przedstawia sie odwrotnie w formie € od ¢

Warszawa 1978, str. 465—467.
%5 podobnie jak dla odksztatcen i naprezen, moduty sprezystoéci mozemy numerowaé, np. Ci13 lub indeksowac
symbolami osi uktady wspoétrzednych, np. Cyx..
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g, 1 v —v 0 0 0 o,
g, v 1 -v 0 0 0 o,
g, 1|-v -v 1 0 0 0 o,
. (5.120)
V.| E[O0 0 0 2(1+v) 0 0 o,
- 0O 0 o 0 2(1+v) 0 o,
| 7 | |0 0 O 0 0 2(1+v) ]| o, |

Korzystajac teraz z ogdlnych réwnan (5.115) na naprezenia w ciele sprezystym (w stanie réwnowagi)
W powigzaniu z réwnaniami konstytutywnymi dla ciata izotropowego (5.119), otrzymamy uktad
rownan na tensor odksztatcenia. Na przyktad pierwsze réwnanie ma postaé

0 8 J
08 % 9% oy 1) oy ) Pe 2V HV=L, (5.121)

Ox Ox Ox oy 0z E ¥

Poniewaz wspdtczynniki & oraz y; sg wyrazone przez odpowiednie pochodne pola przemieszczen,
rownania (5.111), zatem ostatecznie problem odksztatcenia ciata sprezystego jest opisany uktadem
rownan rézniczkowych czgstkowych liniowych drugiego rzedu na sktadowe pola przemieszczen
u=(u,,u,,u,). Oczywiscie uzywajac srodowiska obliczeniowego COMSOL nie musimy znac tych
rownan, gdyz srodowisko ma te réwnanie wbudowane. Uzytkownik dostarcza tylko parametry
materiatowe, warunki brzegowe oraz specyfikuje jakie sity sg przytozone do ciata, a system
samodzielnie rozwigzuje réwnania, dajgc jako wynik pole odksztatcen i wewnetrznych naprezen.

W modelowaniu naprezen czesto obliczenia mozna zredukowaé do geometrii 2D. Wyréznia sie tutaj
dwa przypadki: ptaskie naprezenia i ptaskie odksztatcenia.

Przypadek ptaskich naprezen (ang. plane stress case). W tym przypadku wszystkie sktadowe naprezen
w kierunku osi z wynoszg zero:

=0 symetria

O-}’Z = O-XZ O-zy = O—zx = Or
(5.122)
o,=0,
Zatem
O-x Xy ze O_x Xy 0 Gx Txy 0
c=|o, o0, o,|=|0, o, O0l=|7, o, 0] (5.123)
o, 0, O, 0O 0 O 0O 0 O

o, = £ + £ & & —1(7 —VO'
AR TV R VL -
VE E v 1
0}’:1_‘/2 gx+1_v2 (‘,'y, gyZ—EO-X“r‘EO-y, (5124)
. E _2(1+v)
Xy 2(1+V)7/xyl 7xy E Xy

Przypadek ptaskich odksztatcen (ang. plane strain case). Wyobrazmy sobie walec o $rednicy znacznie
mniejszej od jego dtugosci (wysokosci) — Rys. 5-18. Nie musi zresztg byc¢ to typowy walec — moze by¢
ksztatt, w ktorym kazdy przekrdj prostopadly do osi podtuznej jest taki sam. Jezeli sity dziataja
prostopadle od powierzchni bocznej, to mozna z dobrym przyblizeniem poming¢ odksztatcenia w
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kierunku osi podtuznej. Sprowadza to problem 3D do 2D, w ktérym istotne s3 tylko odksztatcenie w
wybranym przekroju.

—)

Rys. 5-18. llustracja przyblizenia typu ptaskie odksztatcenia.

W tym przypadku mozna przyjgé:
&,=7,=7»x=0, 0,#0. (5.125)

Wtedy relacja pomiedzy naprezeniem a odksztatceniami przyjmie postac

o, 1-v v 0 g,
E
o,|=——5——| v 1l-v 0 g, |- (5.126)
2vi+v-1
7, 0 0 1/2-v] 7,

Rozwiazanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimension
wybierz 3D.

2. W oknie Select Physics wybierz interfejs Solid Mechanics (solid).

Select Physics Review Physics Interface

Search Solid Mechanics (solid)

4 (D Recently Used
3 port of Diluted Species (tds)

2l Form PDE (g)
ion ({

Dependent Variables

) Displacement field:
oeq)
undary PDE (gb) Displacement field components:

Species Transport

Added physics interfaces:

£ Solid Mechanics (solid)

3. W sekgcji Study wybierz Stationary i zatwierdz klikajgc Done.
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4. Zdefiniuj parametry wystepujace w modelu wprowadzajac je do tabeli Parameters, tak jak na

ponizszej grafice.

~ #|| Settings (

Parameters

~ Parameters

* Name Expression Value

w 021
g 1536Pa] 153611 pa
a S0[em] 05m
0 10fem] o1m
g Stem) 005m

9 g_const 9.8067 m/s*
[m “00lkg) kg

3 mg 521N

ved

Name:

Expression:

Descrptio

5. Utwdrz geometrie. Kliknij prawym przyciskiem na Geometry 1 i z listy wybierz Block. W polach
tekstowych Width, Depths oraz Height wprowadZ odpowiednio: a, b oraz c. Kliknij Build

Selected.

Model Builder

B Build Al Objects

Lobek: Block 1
~ Object Type

Type: [ Solid

~ #/| Graphics
QAaQe@E L-kk FOROER BE8EFY ~EANE> @ee a@

~ size and Shape

Sy
St e satonay
Rt

Adistype: | zaxis

~ Rotation Angle
Rotation: 0
~ Coordinate System

Workplane. | xy-plane

b Layers
~ selections of Resulting Entities

6. Kliknijmy wezet Linear Elastic Material 1. W sekcji Linear Elastic Material zdefiniuj wtasciwosci

materiatu. W sekcji Young’s modulus i Poisson’s ratio zmien sposdéb definiowania na User

defined i wprowadz do pél: E i wp.

Model Builder Settings
- ma-

Labek:  Linear Elastic Mateial

~ Domain Selection

Selection: Al domains.

~ #|| Graphics
eaaRel | Lk aE=EER| O@ ~EAEE> @ee a8

5 o

B

Active

© Override and Contribution
Study 1
7 Step 1: Stationary © Equation
Resuits Model Input

Coordinate System Selection

incompressible material

7. Wprowadzi¢ obcigzenia i umocowania. Prawym przyciskiem kliknij Solid Mechanics (solid) i z

listy wybierz Fixed Constrained. W oknie Graphics wybierz Sciane prostopadtoscianu (x=0).



Rozdziat 5.8 Naprezenia w materiatach 175

Model Builder Settings Graphics
ot B A Fixed Constraint RaReE L-hik ae@EeER POEN ~AEE> @ee a8

Labek:  Fixed Constraint 1 B
~ Boundary Selection
Selection: | Manual

=)

Active P

Override and Contribution

© Equation

% Study 1
7~ Step 1 ttinary
B Res

8. Dodaj obcigzenie. Prawym przyciskiem kliknij Solid Mechanics (solid) i z listy wybierz Boundary
Load. W oknie Graphics wybierz gorng Sciane prostopadtoscianu (z = ¢). Zmien Load type na
Total force. Wprowadzmy -F jako sktadowg w kierunku z.

Model Builder Settings Graphics
st lFeTtER A Boundary Load Qafeld Lrukzk pEeEEER GOREY «EBEE-> @ew @8

Lobek: Boundary Load 1 B

~ Boundary Selection

Selection: | Manual

4

Active
m  Override and Contribution
(i Boundary Load 1
AVieht Eguation
4~ Study 1 ~ Coordinate System Selection
= Step 1: St
™ Solver Configuratio Coordinatesystem:
& Results Global
~ Force
Tosdtype:
[ Totalforce 1T
o
Fr 0
5

9. Utworz siatke numeryczna. Kliknij wezet Mesh 1. W sekcji Mesh Settings wybierz Extra Fine
jako Element size i kliknij Build All.

Model Builder Settings ~* | Graphics
Kol B Qa4 l Lk OEEER B@RYE ~AEE> Heel® aa

Labet Mesh1 B
~ Mesh Settings
sequencetype:

10. Wybierz wezet Study 1 i kliknij przycisk Compute. Po wykonaniu obliczert automatycznie
zostanie wygenerowany wykres naprezen von Misesa.
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Model Builder

aqa;‘: L -DE0 e o=

4 @ Obaiazenie bellumph @ Plet

Surface: von Mises stress (N/im?)

Labet Stress solic)
v Das
Dataser | Study V/Soluion 1 (sol1)

Title

~ Plot Settings

[ Propagate hiding to owes dimensicns
) Plct doteset edges
Black

~ Color Legend

) Show

Number Format
Window Settings

Y\Lx

11. Dodaj wykres przemieszczenia. Prawym przyciskiem kliknij Results i z listy wybierz 3D Plot
Group. Kliknij prawym przyciskiem na utworzony wezet i wybierz z listy Surface. W polu
Expression wprowadz solid.disp i kliknij Plot.

eaq@E L-rxzBE0 Qe a8

surface: Total displacement (m)

" Name  Value
solidefprtx |0
solidrefpnty 0
solidsefprtz 0

Title
Range

~ Coloring and style

Coloring: [ Colortable 5 o
Colortable | Rainbow z
v
[ Color legend .\I/'x
] Rever o
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5.9. tadowanie/roztadowanie ogniwa litowo-jonowego

Woprowadzenie. Ogniwo litowo-jonowe, bedace podstawg do budowy akumulatoréw litowo-
jonowych, wykorzystuje odwracalny proces interkalacji?® jonéw litu Li* w ciatach statych, ktére
jednoczesnie sg przewodnikami elektronowymi (Rys. 5-19). Wynalezienie i komercjalizacja tego typu
oghiw jest jednym z wazniejszych osiggnie¢ technologicznych XX wieku.?” Baterie litowo-jonowe s3
obecnie stosowane w przenosnych urzgdzeniach elektronicznych powszechnego uzytku (laptopy,
telefony komadrkowe, kamery cyfrowe, narzedzia warsztatowe (np. wiertarki, wkretarki)), a takze do
napedu pojazddw z silnikiem elektrycznym. Wykorzystywane sg rowniez jako magazyny energii wpiete
do sieci energetycznej, a takze w zastosowaniach kosmicznych.

Pierwszg préba komercjalizacji tadowalnych baterii litowych byta bateria zaprezentowana w 1976 r.
przez firme Exxon w Stanach Zjednoczonych. Bytfa to bateria z katoda TiS; (disiarczek tytanu(IV)), anoda
metaliczng z litu oraz ciektym elektrolitem, ktorym byta sél litu LiPFs (heksafluorofosforan litu)
rozpuszczona w weglanie propylenu (cykliczny ester). Stosowano tez inny elektrolit — sol LiClOq4
(nadchloran litu) rozpuszczona w mieszaninie dimetylu glikolu etylenowego i tetrahydrofuranu (THF).
Ogniwo Li-TiS; wykazywato napiecie roztadowania ~2,5 V z dobrg odwracalnoscig (jeden atomu litu na
jedng czasteczke TiS;). Po katodzie TiS; zbadano szereg dichalkogenidéw metali (ME;, gdzie M — metal
przejSciowy, E = siarka, selen, tellur) jako mozliwe materiaty elektrodowe. Napotkano jednak na dwa
gtéwne problemy: (i) napiecie ogniwa byto ograniczone do <2,5 V (mata gestos¢ energii); (ii) wzrost
dendrytéw na anodach litowo-metalowych podczas cykli ogniwa powodowat wewnetrzne zwarcia i
stanowit zagrozenie pozarowe. Dlatego préby upowszechnienia rynkowego ogniw sktadajgcych sie z
katod siarczkowych i anod litowo-metalowych zostaty zaniechane.

Wspodtczesne akumulatory litowo-jonowe posiadajg pewne zalety w poréwnaniu z innymi. Po pierwsze,
lit ma najbardziej ujemny potencjat redukcji sposréd wszystkich pierwiastkdw, dzieki czemu
akumulatory oparte na licie majg najwyzszy mozliwy potencjat ogniwa. Ponadto lit jest trzecim
najlzejszym pierwiastkiem i ma jeden z najmniejszych promieni jonowych w grupie
jednowartosciowych jondéw. Czynniki te pozwalajg akumulatorom opartym o lit mie¢ wysoka
pojemnos¢ grawimetryczng i objetosciowg gesto$¢ energii. Wreszcie, chociaz kationy
wielowartosciowe umozliwiajg wiekszg pojemnosé tadunku na jon, to dodatkowy tadunek znacznie
zmniejsza ich mobilnos¢. Biorgc pod uwage, ze dyfuzja jonowa w elektrodach statych jest czesto
czynnikiem ograniczajgcym szybkos$¢ dziatania akumulatora, stanowi to ogromng przeszkode dla
rozwoju akumulatoréw opartych na innych nosnikach tadunku.

Baterie litowo-jonowe mozna scharakteryzowaé jako systemy magazynowania energii, ktérych
dziatanie oparte jest na reakcjach interkalacji w obu elektrodach, a jony litu petnig role nosnikéw
fadunku — Rys. 5-19. Mozna je podzieli¢ na dwie kategorie: z ciektym elektrolitem lub ze statym
elektrolitem. Podstawowa réznica polega na tym, ze w pierwszej grupie ciekty elektrolit sktada sie z
soli litu (takiej jak fosforan litu LiPFs) rozpuszczanej w rozpuszczalniku organicznym, takim jak weglan

26 Interkalacja to proces fizykochemiczny polegajacy odwracalnym wigczaniu lub wstawienie czgsteczki (lub jonu)
do materiatu o wewnetrznej strukturze warstwowej. Proces odwrotny to deinterkalacja.

27 Badacze, ktérzy opracowali i rozwineli dziedzine baterii litowo-jonowych — John B. Goodenough (USA),
Michael Stanley Whittingham (USA, UK), Akira Yoshino (Japonia) — zostali uhonorowani Nagroda Nobla w
dziedzinie chemii w 2019 r.
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etylenu (EC), weglan dimetylu (DMC), weglan dietylu (DEC), a w drugiej grupie stosuje sie staty
elektrolit polimerowy, taki jak poli(tlenek etylenu) (PEO), poli(akrylonitryl) (PAN), czy poli(metakrylan
metylu) (PMMA). Dlatego baterie te nazywa sie potocznie LiPo, LiP lub Li-poly. Ze wzgledu na swdj
cienki, prostokatny, tatwo konfigurowalny ksztatt, pakiety LiPo sg atrakcyjne dla projektantow
poszukujgcych oszczednosci miejsca, szczegdlnie w ultra cienkich notebookach, smartfonach czy
tabletach.

Anoda Elektrolit Katoda
@ @ o

Cs Li* O Co

Rys. 5-19 Schemat budowy ogniwa litowo-jonowego. Pokazany ruch jondw i elektronéw odpowiada tadowaniu
ogniwa.

Podstawy elektrochemii ogniwa litowo-jonowego. Bateria zawiera jedno lub wiecej identycznych
ogniw elektrochemicznych. Kazde ogniwo magazynuje energie elektryczng w postaci energii
chemicznej w materiatach dwéch elektrod — anody i katody, ktére sg rozdzielone elektrolitem
(uproszczony schematyczny ukfad pokazano na Rys. 5-19 i Rys. 5-20). W elektrolicie odbywa sie
transport sktadnikdw jonowych i obojetnych, a elektrony poruszajg sie pomiedzy elektrodami w
obwodzie zewnetrznym. Elektrolit jest medium rozdzielajgcym elektrody i umozliwiajgcym ruch jonéw
litu, zapobiegajgc jednoczesnie wewnetrznemu zwarciu. Reakcje elektrochemiczne przenoszenia
tadunku na granicy elektroda/elektrolit s3 odwracalne, dzieki czemu zbudowana z nich bateria jest
urzadzeniem wielokrotnego tadowania (akumulator). Podczas pracy ogniwa (roztadowywania) reakcje
fizykochemiczne na granicy elektroda/elektrolit uwalniajg energie zmuszajgc elektrony do
przemieszczania sie w obwodzie zewnetrznym od elektrody ujemnej do elektrody dodatniej wykonujgc
uzyteczng prace. Jednoczesnie jony Li* przemieszczajg sie w elektrolicie od elektrody ujemnej do
elektrody dodatniej. Elektrolitem moze by¢ sdl litu, taka jak heksafluorofosforan litu LiPFg (rzadziej —
tetrafluoroboran litu LiBF, lub nadchloran litu LiClO4) rozpuszczona w rozpuszczalniku organicznym.
Gdy ogniwo jest tadowane, ruch elektrondéw i jondéw ulega odwrdéceniu. W tym trybie energia jest
dostarczana z zewnatrz i magazynowana w ukfadzie.
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e e W » e e
Zrodto energii [€ T
. Cu . . Al ___
kolektor pradur kolektor pradu;

tadowanie

ee \ Li* Li* Li* Li* / e
ee \ Li* Li* Li*tLi} / e¢

LiCs LiPF, rozp. w PC+EC+DEC - LiCo0,
t t >
x=0 x=1L
Rys. 5-20 Schemat pokazujgcy ruch jondéw Li* oraz elektrondw w ogniwie litowo-jonowym w trybie pracy
(roztadowanie). Po lewej stronie jest elektroda grafitowa (Cs), a po prawej tlenkowa (tlenek kobaltu). Poniewaz
obie elektrody mogg ,,przyjmowac” atomy litu (interkalacja), wiec ich sktad jest w ogdlnosci zmienny i mozna go

opisac jako LixCg oraz LixCoO,.

Elektrody. Istnieje wiele materiatéw, ktére mogg stuzy¢ jako elektrody w ogniwie litowo-jonowym. W
typowych ogniwach, elektroda ujemna jest wytworzona na bazie grafitu czesto z dodatkiem krzemu,
ktory zwieksza pojemnosé materiatu, a elektroda dodatnia jest zazwyczaj wykonana z tlenkéw metali
przejsciowych lub fosforandw — w zastosowaniach komercyjnych najczesciej sg to LiCoO; (tlenek
kobaltu(lll) litu), LiFePO4 (fosforan zelaza-litu), lub tlenki mieszane litu, niklu, manganu i kobaltu o
zmiennej stechiometrii LiNixMn,Co1.4,0,.. Wykonuje sie takze katody ze zwigzkdw o strukturze spineli,
np. Li;Mn;04. Mozliwos¢ wykorzystania ogniwa do gromadzenia energii wynika stad, ze (i) energia
atomoéw litu zjonizowanych w warstwowej sieci grafitowej jest wieksza niz w sieci drugiej elektrody),
(ii) proces interkalacji jest w duzym stopniu odwracalny — to znaczy mozina go przeprowadzié
wielokrotnie (kilkaset razy) bez istotnego naruszenie struktury materiatu elektrody. Warto tez
podkresli¢, ze nie jest mozliwe aby wszystkie atomy Li obecne miedzy warstwami CoO, dato sie usungé
w procesie fadowania. Typowo tylko potowa jondw litu obecna w LiCoO; moze by¢ przemieszczona do
elektrolitu, dlatego sktad chemiczny tej elektrody zapisuje sie jako Li1.«Co0,, 0 <x <0,5.

Rys. 5-21 Interkalacja atomow litu pomiedzy warstwami w graficie. Maksymalna liczba atoméw litu do atomdw
wegla moze wynosic¢ 1 do 6, dlatego w petni interkalowany grafit zapisujemy jako LiCe.

Elektrolit. Jak juz wspomniano ogniwa litowo-jonowe wystepujg w dwdch gtdwnych odmianach: z
elektrolitem ciektym i z elektrolitem statym (na bazie polimeréw). W modelu w COMSOLu bedziemy
rozwazac elektrolit ciekty zawierajacy sél LiPFs (heksafluorofosforan litu). Sol ta doskonale nadaje sie
do zastosowan w ogniwach litowo jonowych, gdyz ma stosunkowo duzg rozpuszczalnos¢ w



180 Modelowanie komputerowe w praktyce — przyktady i zastosowania

aprotycznych polarnych rozpuszczalnikach. Roztwory LiPFs w mieszankach weglanowych
zawierajgcych weglan etylenu, weglan dimetylu, weglanu dietylu i/lub weglan etylometylowy z
niewielky iloscig jednego lub wielu dodatkéw, takich jak weglan fluoroetylenu i weglan winylenu,
stanowig nowoczesne elektrolity wykorzystywane w akumulatorach litowo-jonowych. Jako sktadnik
elektrolitu stosuje sie tez takze sole z grupg sulfonowg —SOsH. Przyktadem jest tu zwigzek LiCF3SOs
(trifluorometanosulfonian litu). Nalezy podkresli¢, ze w zwigzku z duzg reaktywnoscig chemiczna litu
rozpuszczalniki stosowane w akumulatorach litowych sg z reguty niestabilne w kontakcie z tym
metalem. W wyniku reakcji litu z rozpuszczalnikiem na powierzchni elektrody pojawia sie cienka
warstewka pasywna (SEl od ang. Solid Electrolyte Interface), ktéra oddziela elektrode od elektrolitu,
ale oznacza to ze znacznie modyfikuje wtasciwosci granicy elektroda/elektrolit. Z jednej strony jest to
zjawisko korzystne — zwieksza stabilnos¢ elektrolitu poprzez oddzielenie od reaktywnego litu w
elektrodzie, ale z drugiej strony zjawisko to jest odpowiedzialne za duzy spadek generowanego pradu
oraz napiecia w pierwszych chwilach pracy ogniwa (tzw. zwtoka potencjatowa, ang. voltage delay).

Reakcje redukcji i utleniania litu wraz z jego interkalacjg do elektrody grafitowej mozna opisac
réwnaniem

xLi"+6C+xe” = Li C, (0<x<1) (5.127)

co czesto zapisuje sie w sposdb uproszczony — zaniedbujgc fakt, ze nie zawsze na szesé¢ atoméw wegla
interkaluje sie jeden atom litu — jako

L' +6C+e" T iC, (5.128)
Odpowiednie reakcje na elektrodzie tlenkowej LiCoO, mozna zapisaé jako
LiCoO, ——2 |j (o0, +xLi* +xe” (0<x<0,5) (5.129)

roztadowanie

Projekt COMSOlIa, ktdry zrealizujemy w tym rozdziale bedzie modelowat przede wszystkim transport
gtéwnych sktadnikéw w elektrolicie na bazie soli LiPFs, gdy ogniwo jest fadowane (zewnetrzne zrédto
energii wymuszg przeptyw pradu przez ogniwo). Poniewaz w elektrolicie znajduja sie jony wynikajgce
z dysocjacji

LIiPF, = Li* +PF, (5.130)
wiec na transport tych jonow wptyw ma nie tylko dyfuzja, ale takze pole elektryczne wystepujace

pomiedzy elektrodami. Dlatego musimy uwzgledni¢ w wyrazeniu na strumien J; kazdego sktadnika
zaréwno czton dyfuzyjny, jak i migracyjny (strumien Nernsta—Plancka):

zZF
J =-DVc, ——DcVo, 5.131
1 1 1 RT 1= (0 ( )

dyfuzigg ~—————
migracja

gdzie ¢; to stezenie i-tego sktadnika (mol/m3), D;to wspdtczynnik dyfuzji (m?/s), z; to liczba tadunkowa
(dla sktadnika obojetnego z;=0), F, R, T to stata Faradaya, uniwersalna stata gazowa, oraz
temperatura (K).

W ogdlnym przypadku wystapia trzy sktadniki — dwa jony i jeden obojetny: Li", PF,", LiPF,, gdy reakcja
dysocjacji (5.130) nie jest kompletna. Dlatego w uktadzie rownan moga wystgpic¢ cztery niewiadome
funkcje (trzy stezenia + potencjat elektryczny):
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C|_]+ ’ Cpps’ ’ CLiPFs ’ ¢

(5.132)

Poza tym reakcja dysocjacji/asocjacji (5.130) bedzie potraktowana dynamicznie (model

niestacjonarny), a wiec wystgpig dwie kinetyczne state szybkosci reakcji kf oraz kb :
LiPF, === Li" +PF; (5.133)

Zakfadajac szybkos¢ reakcji dysocjacji pierwszego rzedu (v, = kchiPFé) oraz szybkos¢ reakcji asocjacji

drugiego rzedu (v, =k, c.c, ) otrzymamy nastepujgce wyrazenia na cztony reakcyjne
Rur, =—R, R, =R, R =R, (5.134)

gdzie R = k, ¢, —k,c . c, . Uwzgledniajac prawo zachowania dla kazdego sktadnika i=Li", PF, LiPF,

LiPFg b =Lt TpF;

oc,
—L4+V-), =R (5.135)
ot
oraz liczby tadunkowe 2, =+1,2, =-1,2, =0 i cztony reakcyjne (5.134), otrzymujemy uktad
réwnan
oc . E
—+V-) . =R, J.=-D .Vc,-D,—c Vo,
61. Li Li Li Li Li RT Li
C vy - =D _V Fev
?4' .JPFS’ =R, JPFg __DPFS’ CPFG’ +DPF§ ECPFE ®, (5136)
86.LiPFG _ _
7+V'JLiPFﬁ =R, JLiPFG __DLiPFEVCLiPFE ’

ktére tatwo implementuje sie w COMSOLU uzywajac interfejsu General Form PDE.

Przypadek 1. Rozwazymy najpierw model, w ktorym nie bedzie reakcji dysocjacji/asocjacji (5.133), czyli
przyjmiemy, ze sol LiPFs dysocjuje catkowicie

LiPF, — Li* +PF;, (5.137)

a caty uktad mozna opisa¢ modelem jednowymiarowym (1D) (tak jak to sugeruje Rys. 5-20, 0 < x < /).
Mamy wigc dwa jony Li*i PF; oraz potencjat ¢. W rozwazanym przypadku wygodniej jednak bedzie w
rachunkach postugiwac sie natezeniem pola elektrycznego w wyrazeniu na strumien (5.131), dlatego
strumien zapiszemy nastepujaco

o,

J,=-D,
oX

E, i=L", PF, (5.138)

F
+zD,—c
RT

0
gdzie E:—a—(p. W powyzszym zapisie strumienia wykorzystalismy fakt, ze w jednym wymiarze
X

op

V(pza—. Mamy wiec dwa strumienie (dla i =Li", PF,)
X
oc, - F oc,.- F
), =-D,. —“+2z.D. ——c.E J_=-D_—"+z D_——c,E, (5.139)
Li Li aX Lt Li RT Li PFg PFs 6X PR~ PFg RT PFs



182 Modelowanie komputerowe w praktyce — przyktady i zastosowania

oraz prawo zachowania masy (bez reakcji!)

. N OCpr. Oloe
ocyr , Oy _o, Cor, | Oer _ (5.140)
ot ox ot ox

Po podstawieniu (5.139) do (5.140) otrzymamy

. o’c. F

ag_;.l = DLi+ aTLzI_ Z Ea_aX(CLi*E)'

J (5.141)
OCp- C, F
—PFG = B PF 4 7D _ _Q(C —E)
ot PF, aXZ Ph PR RT Ox e
Warunek poczatkowy jest taki sam dla obu jondéw

c.(x,00=c,, ¢, (x,0)=c,, 0<x< /. (5.142)

Warunki brzegowe wynikajg z wymuszonego przeptywu pradu przez ogniwo w procesie fadowania.
Jezeli gestos¢ pradu oznaczymy przez ici(t), to ze wzgledu na reakcje
Li"+e” — LiC,, LiCoO, — Li"+e” (5.143)

uzyskujemy zwigzek pomiedzy strumieniem jonéw Li* a gestoscig pradu na obu elektrodach, czyli w

punktachx=0ix=/:

icell (t)

;A (é,t)=—T- (5.144)

1, (0,t)= _ic%(t)

Znak minus w powyzszych wzorach wynika z tego, ze gestos¢ pradu tadowania przyjmiemy jc; >0, a jak
widac z Rys. 5-20 strumienie jondéw litu w takim uktadzie sg skierowane w lewo, zatem muszg by¢
ujemne. Natomiast jony PF, nie uczestniczg w reakcjach elektrodowy, sg one po prostu zamknigte w

roztworze elektrolitu pomiedzy elektrodami, zatem ich strumienie na brzegu sg rowne zero

e (0,1)=0,  J (£,8)=0. (5.145)

Poniewaz z . =+1, z,_ =-1 oraz przyjmiemy warunek elektroobojetnosci, czyli stezenia Li* i PF, sa

takie same, c.=c, =, réwnania przyjma postac:
1 6

2
@ =D. 6_(;‘_ . LE(CE)'
ot 4 ox Y RT ox (5.146)
) .
F
% _p %p F 9,
ot P Ox P RT Ox
warunki brzegowe (na strumienie):
0 F i (t 0 F i (t
Dy —C(O,t)+Du+ —¢(0,t)E(0,t) = —'CL(), -D,. —C(E,t)+DLi+ —c((,t)E(L,t) = _M’
ox RT F Oox RT (5.147)

. (¢,t)E(4,t)=0,

oc F oc F
D, a(o,t)—opg EC(O,t)E(O,t) =0, -D, a(f,t)—upg

—C
RT
a warunek poczatkowy

c(x,0)=c,. (5.148)
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Mamy zatem do rozwigzanie problem zdefiniowany matematycznie przez réwnania (5.146), (5.147)
oraz (5.148), w ktdrych niewiadomymi sg c(x, t) i E(x, t).

Okazuje sie, ze w tym przypadku mozna odseparowac pole elektryczne od stezenia. Mnozymy pierwsze

rownanie w (5.146) przez D, drugie przez D.,a nastepnie dodajemy i otrzymujemy

oc do’c
== Doy = (5.149)
2D D _
gdzie D, = Y% jest tzw. wspdtczynnikiem dyfuzji soli LiPFs. Z réwnan brzegowych (5.147)
* D.,+D
Li* PFy
mamy z kolei
t oc it
—(0 t) = L() —(L,t) = L() (5.150)
2D F'oox 2D .F
Tak wiec opis zredukowany jest do nastepujacego zagadnienia
oc o’c
5:DUPF667' (0SXS£,t>O),
c(x,0)=c’, (5.151)
t i (t
_( t)— ce//( ) @(g’t): Ice/l( )
Du*F 19)4 2DU+F

Jezeli z tego uktadu wyliczymy (numerycznie) stezenie c(x, t), to w drugiej kolejnosci bedzie mozna
wyliczy¢ pole elektryczne, a w konsekwencji potencjat ¢(x,t)= IE(y,t)dy Odejmujemy w tym celu

drugie réwnanie od pierwszego w (5.146)

D. -D. 3
_ﬁ(chj _ e O (5.152)
DPFg +D,. Ox

a nastepnie catkujemy od 0 do x

E E)(O,t O Ori; ~Du (5.153)
~(CE ), t) - (cE) )‘ﬁa (x,)- ﬁa “(0,0) -

Wykorzystujgc warunki brzegowe (5.147) mozemy wyeliminowac (c E)(0,t) i dc/0x(0,t) z powyzszego
réwnania (uzyjemy dalej dla wygody liczb przenoszenia jonéw t; = D;/(D1+D5)

P D,—Dva D,—Dva
~(cE)x,t) = —(0,t) + - Z (1) - Z0,1)
Oox D . +Du* ox DPF, +Du* Oox
D, =D, |oc oc 2D oc oc
L —(0, t)+(t —t )—(x,t)=————(0,t)+(t  —t . )—(x,t) (5.154)
[ D +D, }8 5 ox . TD. ox P N ox
2D . i 0
=l fan (1) +(t )—( t)= L()+(t —t.‘)—c(x,t),
D, +D, 2D F P, (D +D_)F T H o

zatem
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i gy () 1 Olnc

E(X, t) =— (DPF? N DL# )F . C(X’ t) + (tL'+ _tPFg )W(X,t) (5155)

i catkujgc od 0 do x otrzymujemy potencjat elektryczny w elektrolicie

0 _ i(t) ! . \f0Inc
pbat)= !E(y't)dy (DPF+DU+)F'[[ .t th;)l P -
i 5.156
_ i(t) B c(x,t)
- (D, +D.)F ! cly,t) A+t~ )In c(0,t)’

Zadanie 1. Wykonaj projekt uwzgledniajgcy dysocjacje soli LiPFs w roztworze elektrolitu. Oblicz
potencjat elektryczny w elektrolicie.

Rozwigzanie:

1. Uruchom program COMSOL Multiphysics i wybierz Model Wizard. Jako Space Dimension
wybierz 1D.

2. W oknie Select Physics wybierz interfejs General Form PDE (g). Zmieni nazwe zmiennej na c,
oraz wybierz jednostki Concentration (mol/m#3) oraz Reaction rate (mol/(m"3*s)).

Select Physics Review Physics Interface

Search General Form PDE (g)

4 (D Recently Used :
Au General Form PDE (g) Dependent Variables
Au General Form Boundary PDE (gb)

Au Coefficient Form PDE (c)
X Ac/DC Number of dependent variables: 1

Field name: d

) Acoustics Dependent variables: =
<'s¥ Chemical Species Transport
Heat Transfer
Au Mathematics

Units
Dependent variable quantity
Concentration (mol/m*3) W
Source term quantity

Reaction rate (mol/(m*3*s)) S

Added physics interfaces:
3. W sekcji Study wybierz Time Dependant i kliknij Done.

4. Zdefiniuj parametry wystepujgce w modelu, wprowadzajac je do tabeli Parameters, tak jak na
ponizszej grafice.
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~  Parameters

5. Utwodrz geometrie. Prawym przyciskiem kliknij Geometry 1 i z listy wybierz Interval, do pola
tekspowego Right endpoint wprowadz L i kliknij Build Selected.

s mph B Bl A1 Objcts

Labet Interval

v interval

~ Selections of Resulting Entiies
Contributeto: | Nene ) [ New

[] Resulting cbjects selection

B Resuirs

6. Zdefiniuj pomocnicze funkcje i zmienne. Dodaj funkcje opisujacg prad tadowania od czasu.
Kliknij prawym przyciskiem na Definitions i z listy wybierz Functions>Analitic. Zmien nazwe
funkcji na icell_fun. W pole tekstowe Expression wprowadz icell*(t<=50), a w pole Arguments:
t. Jako jednostki wprowadz min i A/mA2,

icell_funlt) (vm~2) o

Advanced

icell_fun(t) (m~2)

v Plot Parameters.

" argument Lower imit Upper fimit
t ] 100(min}

7. Zdefiniuj operator catkowania. Kliknij prawym przyciskiem na Definitions i z listy wybierz
Component Couplings>Integration. W oknie Selection wybierz All domains.
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BN ==& ~BA3E> a8

Labet Integration 1 B o

Operator name:  intop!
Source Selection

Geometric entitylevel: |_Domain

)| 1 3
[

Active 0 5

~ Advanced

il Meth integrat
I Step 1 Time Dependint ethod ntegration
& Resuts Integration order: 4

Frame: Spatial (x,,2)

8. Kliknij prawym przyciskiem na Definitions i z listy wybierz Variables. Wprowadz dwie zmienne
opisujgce sktadowe potencjatu (5.156): Vdiff = (R*T/F)*(tPF6-tLi)*log(at0(L,c)/at0(0,c)) oraz
Vmig = (R*T/FA2)* icell_fun(t)/(D_Li+D_PF6)* intop1(1/c).

~EEE° aa

Labek: Variables 1 5] o

Geometric Entity Selection

ity levek: | Entire model

Active
~ Variables

vaitt (RT/F)"(PFE-tL) log at0(L)/at00.0) |V Potencial - cz.dyfuzyine
Vmig | (RT/FA2)icell fun(t/(0_LisD_PFE)intop... V Potnecja - cz. migracyjna

A Hebr
Name: "
x10% m

Vit T T T T T T T T T T T T T T T T
L o b2 04 o0& 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

9. Zdefiniuj prébnik typu Domain Probe. Kliknij prawym przyciskiem na Definitions i z listy wybierz
Probes>Domain Probe i jako Type wybierz Average. W polu Expression wprowadz wyrazenie:
(R*T/F)*(icell/ ((D_Li+D_PF6)*F)*intop1(1/c)+(tPF6-tLi)*log(atO(L,c)/at0(0,c))).

C UpdateResuts

Labet: Domain Probe 1 B
Variable name:  dom1

~ probe Type

Type: | Average

Source Selection

& D@
7 1

Aweh
4 study 1
4 Step 1: Time Dependent
8 Resuls

~ Expression

V/((D_Li~D_PFE)F)intop(1/c)» (tPF6-tL) log atO(L.c)/at000,0)

Table and plot unt
v
[ Description:

Integration Settings

Table and Window Settings

10. Zdefiniuj réwnania bilansu. Kliknij General Form PDE 1 i w polu Concervative Flux wpisz
wyrazenie: -D_LiPF6*cx, a w polu Sorce term wpisz 0. Kliknij wezet Initial Values 1 w polu Initial
value of ¢ wpisz c0.
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L= ~AEE> a8

Label:  General Form PDE 1

~ Domain Selection

Override and Contribution
Equation

~_Consevative Flux

o

mol/(ms)

~ Source Term

~ Damping or Mass Coefficient

4 1 1
~ Mass Coefficient

e

11. Na lewym brzegu (katoda, x=0) zdefiniuj warunek na strumien. Dodaj Flux/Sourcei w pole
Boundary Flux/Source wprowadz -(1-tLi)*icell_fun(t)/F.

BN #=«&8§ ~EBEE°> a8

Labek  Flux/Source 1- katoda (=] o

~  Boundary Selection

n: [ Manual

Override and Contribution

Equation

~_Boundary Flux/Source
g -(1-tLicell fun(0)/F mol/(ms)

Boundary Absorption/impedance Term

x10% m

12. Na prawym brzegu (anoda, x=L) zdefiniuj warunek na strumien. Dodaj Flux/Sourcei w pole
Boundary Flux/Source wprowadz (1-tLi)*icell_fun(t)/F.

20
P
B2
m
z

B ~EAEE> a8

GG ¢
2 1

fary Flux/Source

g (1-tlicell funto/F mol/(m's)

Boundary Absorption/impedance Term

1)

JA. Step 1: Time Dependent

13. Zdefiniuj siatke obliczeniowga. W oknie Size>Element size wybierz Custom i w pole Maximum
element size wprowadz L/200, a w pole Maximum element growth rate: 1.1. Dodaj kolejny
rozmiar Size 1 i wybierz dwa brzegowe punkty w poblizu ktérych siatke bedzie zageszczona. W
polu Maximum element size wprowadz L/1000, a w polu Maximum element growth rate: 1.2.
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T BN ==&88 ~EAEE> a8
™) Build Selected @ Build All =y

Labe: Size 1
~  Geometric Entity Selection

Geometri entity level: | Boundary.
Manual

Calbrate or

B =

4 AMeh1

4 Study
IA. Step 1: Time Dependent
sults

& Re:

x10% m

14. Wykonaj obliczenia dla czaséw: 00.1 15 10 25 50 51 55 60 70 80. Zaznacz opcje Results While
Solving, aby na biezgco obserwowaé wyniki obliczer na wykresie.

Graphics  Probe lot 1 Convergence Plot 1

aa@e @ L~ B—-Nx ==8§ «~EAEE> a8
o
Labek: Time Dependent 2
~ Study Settings
Time unit: | 5
Times:  (00.1151025505155607080 =
Tolerance: | Physics controled
~ Results While Solving
] Plot
Plot group: | 1D Plot Group 1 5 [E
Updateat: | Times stored n output
Probes: | Al
Updateat: | Time seps taken by solver
~ Physics and Variables Selection
] Moy physicstree and variables fo sudy tep
" physi Solvefe
General Form PDE (g) “
Values of Dependent Variables
Mesh Selection
Study Extensions
x10% m
) b2 ©a bs s 1 "2 14 16 18 2 22 24 26 28 3

Zadanie 2. Przygotuj projekt uwzgledniajacy niepetng dysocjacje soli LiPFs w roztworze elektrolitu. Opis
modelu znajduje sie ponizej (Przypadek 2).

Przypadek 2.

W przypadku niepetnej dysocjacji soli LiPFs w roztworze elektrolitu wystepujg trzy sktadniki — dwa jony
i jeden obojetny: Li", PF,, LiPF,, gdyz przyjmiemy, ze reakcja dysocjacji (5.130) nie jest kompletna.

Dlatego w uktadzie rownan opisujgcych model sg cztery niewiadome funkcje (trzy stezenia i potencjat):

Coor Cop v Cupr, s ©- (5.157)

Li

Poza tym reakcja dysocjacji/asocjacji (5.130) jest dynamiczna (model niestacjonarny), a wiec
wprowadzimy dwie kinetyczne state szybkosci reakcji kf oraz kp:

LiPF, === Li" +PF; (5.158)

Zaktadajgc szybkos$¢ reakcji dysocjacji pierwszego rzedu (z)f :kaust) oraz szybkos¢ reakcji asocjacji

drugiego rzedu (v, =k, c,. c,.. ), Otrzymamy nastgpujace wyrazenie na czfony reakcyjne
Ripr, =—R, Re- =R, Ry =R, R = Kk Clpr, —KyCpp Cpp. - (5.159)

Uwzgledniajgc teraz prawo zachowania dla kazdego sktadnika
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ac,
a—t’+V-J, =R, (i=L", PF, LiPF,) (5.160)
oraz liczby tadunkowe z, =+1,z,_ =-1,7,, =0 i czfony reakcyjne (5.134), otrzymujemy uktad
. L . . 10 0J.
réwnan w jednym wymiarze (div]), =V-J, = a—’)
X
% e _p b =0, 2 ip, Lock,
ot ox ox RT
OCp. Ol OCpr F
7-’-6_)( =R, 'JPFg = _DPF; a—X+DPFg ECPFQE’ (5161)
OCupr,  Oliipr, OCuipr,
7"'%:_"?' Jurr, = Dlips, aL;F .

Warunki brzegowe bedg takie same jak dla Przypadku 1, gdyz wprowadzenie reakcji homogenicznej w
elektrolicie (5.158) nie zmienia warunkdw brzegowych (5.144) i (5.145) — dochodzi tylko jeszcze jeden

warunek: zerowy strumien J .. na brzegach, zatem:

iy (t) B
JLi* (Olt):_+l JLi* ('glt)_

_ icell (t)
Jy, (0,8)=0, J, (6,0)=0, (5.162)

Jupe. (0,8) =0, Jype, (£,8)=0.

W tym przypadku rowniez wykorzystamy warunek elektroobojetnosci: €. =C, =C, dlatego uktad

przyjmie postac (5.161)

2
F
% _p P p F 9
ot Y ox* Y RT ox
2
F
% _p %% p F Ok, (5.163)
ot Pl Ox P RT Ox
aCLiPFB — DL_PF azCLiPFB —R,
ot Teox’

z warunkami brzegowymi

(t)

0 F i t
D, (0,£)+D,, ——(cE)(0,t) =~ o
4 ox Y RT F

0 p .
’ _D_+ _C(f,t)+D+ —(CE)(glt):_’cell ,
Li aX Li RT —F

oc F oc F

—DPFE’ a_x(o’ t) - DPF; E(CE)(OI t) = OI - DPF; a_x(or t) - DPF; E(CE)(E’ t) = OI (5164)
oc,, C,

D, %(o, t)=0, —D,, 6::& (£,t)=0.

Warunki poczatkowe uwzgledniajg poczatkowy stopieri dysocjacji 0 < a < 1 soli LiPFs, zatem
c(x,0)=ac,, Cuipr, (x,0)=(1-a)c,. (5.165)
Pole elektryczne, a w konsekwencji potencjat elektryczny, otrzymujemy w ten sam sposdb, jak w

przypadku bez reakcji dysocjacji/asocjacji, por. (5.152)—(5.156), dlatego rachunki nie bedg tutaj
powtarzane, przedstawiono jedynie wynik koncowy:
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RT| i, (t)G(t) it c(e,t)

V_ (t)=¢(/,t)—@(0,t) = _—t_)In ,
wltl =0l 0)-p(0,) = " D et I

(5.166)

1
c(x,t)

dx.

gdzie G(t) :I
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6. Zestawienie rysunkéw

Rys. 1-1 Obszar (uktad) Q, jego brzeg 0Q, przyktadowy wektor normalny i dwa wektory

styczne, 11, Ta.

Rys. 1-2 Element objetosci AV z zaznaczonym polem wektorowym v=[u,v,] na
poszczegdlnych ,$cianach” (tutaj sg to boki, bo przyktad dotyczy pola wektorowego na
ptaszczyzinie).

Rys. 1-3 Obszar Q2, w ktérym ma miejsce transport masy

Rys. 1-4 Sity ciSnienia dziatajgce na element powierzchni w ptynie. Symbol n oznacza wektor
normalny.

Rys. 1-5 Schematyczny rysunek przedstawiajgcy pojecie lepkosci w ptynie.
Rys. 1-6. llustracja przedstawiajgco definicje lepkosci dynamicznej s

Rys. 2-1. Dyskretyzacja przestrzenna dla zagadnienia 1D. Odcinek [0, L] jest podzielony na
mniejsze przy pomocy punktéw x. W metodzie numerycznej wartosci rozwigzania beda
wyznaczone w tych punktach.

Rys. 2-2 Przyktadowe triangulacje w geometrii: a) jednowymiarowej 1D, b) dwuwymiarowe;j
2D i c) tréjwymiarowej 3D.

Rys. 2-3 Przyktadowe funkcje bazowe pierwszego stopnia w geometrii 1D.

Rys. 3-1 Przyktadowe definicje parametréw przedstawiono na rysunku ponizej.

Rys. 3-2 Przyktadowe definicje zmiennych globalnych w COMSOLu.

Rys. 3-3 Przyktadowe definicje zmiennych lokalnych (w ramach komponentu) w COMSOLu.
Rys. 4-1 Jednowymiarowy model dyfuzji z reakcjg w pecie o dtugosci L.

Rys. 4-2 Rozktad stezenia wegla w parze dyfuzyjnej (na podstawie: L.S. Darken, Trans. AIME
150, 1948).

Rys. 4-3 Transport ciepta w precie o dtugosci di promieniu r, w ktérym ciepto moze przenikac
przez powierzchnie boczna.

Rys. 4-4 Schematyczny rysunek przedstawiajgcy geometrie dla modelu 1D transportu ciepta.
Rys. 4-5 Geometria 2D dla modelu transportu ciepta wraz z oznaczeniem brzegow.

Rys. 4-6 Geometria 2D dla modelu transportu ciepta w ukfadzie ztozonym z wielu materiatéw
o réznych wtasciwosciach.

Rys. 4-7 Schemat procesu dyfuzji w polikrysztale w geometrii 2D.
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Rys. 5-1 Transport sktadnika w 2D i adsorpcja na fragmencie Scianki

Rys. 5-2 Paraboliczny profil predkosci w reaktorze. Predkos$¢ na $ciankach bocznych (x=0i
x=a) wynosi 0.

Rys. 5-3 Powiekszony fragment uktadu w poblizu powierzchni reakcji. Strumien czagstek
opisany strumieniem J (z6tte strzatki). Gdy sg adsorbowane, to szybkos¢ adsorpcji/desorpcji
jest rowna n-J na brzegu (niebieski odcinek). Jednoczesnie ta wielkos¢ jest widziana na
odcinku jako czton reakcyjny Rs. Stad n-J = Rs.

Rys. 5-4 Schematyczne przedstawienie transportu wegla w procesie naweglania.
Rys. 5-5 Przeskoki atoméw w bezposrednim mechanizmie weztowym

Rys. 5-6 Schemat powstawania napiecia Halla V4. Prgd o natezeniu [ traktujemy jako ruch
elektronéw (tadunek e) z predkoscig v. Zwrot v jest przeciwny do pradu (zgodnie z
konwencjg, ze zwrot pradu jest zgodny z ruchem tadunkéw dodatnich).

Rys. 5-7 Geometria i warunki do sformutowania problemu wyznaczenia napiecia Halla.
Wewnatrz przewodnika (szary prostokat) spetnione jest réwnanie Laplace’a dla potencjatu,
AV =0 (inny zapis, V2V = 0). Wektor pola magnetycznego B jest prostopadty do ptaszczyzny
rysunku.

Rys. 5-8 Schemat reakcji korozyjnych na powierzchni zbrojenia. Pokazany jest przeptyw
elektrondw od obszaru anodowego (utlenianie zelaza) do katodowego (redukcja tlenu).
Czarne strzatki pokazujg ogdlny kierunek przeptywu pradu elektrycznego (umowny ruch
tadunkow dodatnich).

Rys. 5-9 llustracja jak wektor normalny jest okreslony na brzegu obszaru symulacji. Jest to
wektor prostopadty do powierzchni w danym punkcie, skierowany na zewnatrz, o dtugosci
jednostkowej, |n|=1.

Rys. 5-10 Schemat elektrody jonoselektywnej zanurzonej w badanym roztworze elektrolitu.
W elektrolicie znajduje sie m.in. jon, ktdorego stezenie (aktywnosc) chcemy oznaczy¢. Na
membranie pojawia sie mierzalny potencjat elektryczny, ktérego wartos¢ pozwala oznaczy¢
jon. W roztworze mogg tez wystepowac jony przeszkadzajace.

Rys. 5-11 Schemat membrany jonoselektywnej znajdujacej sie pomiedzy roztworami o
stezeniach odpowiednio c;; po lewej i c;r po prawej stronie membrany, i=1,...,r; r = liczba
sktadnikow.

Rys. 5-12 Potencjat membranowy dla réznych stezer jonu gtéwnego ci = .. uzyskany w
COMSOLu. Dane do obliczen — Tab. 5-2. Na osi poziomej (stezenia) jest skala logarytmiczna.

Widaé, ze ponizej stezenia 10 mol/m? elektroda traci zdolno$¢ do oznaczania jonéw /**.

Rys. 5-13 Modelowa struktura porowata. Domena oznaczona na niebiesko jest obszarem, w
ktorym zachodzi proces dyfuzji.
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Rys. 5-14 Schemat uktadu SHS.
Rys. 5-15 Wymiary domeny obliczeniowej dla SHS do przyktadowego projektu COMSOLa.

Rys. 5-16. Odksztatcenie ciata opisujemy polem wektorowym odksztatced u. W kazdym
punkcie wektor ten moze by¢ inny. Pole wektorowe u(x,y,z) jest podstawg do zdefiniowania
tensora odksztatcen.

Rys. 5-17. Dwuwymiarowe odksztatcenia matego elementu osrodka ciggtego i interpretacja
sktadowych &« oraz &, tensora odksztatcenia.

Rys. 5-18. llustracja przyblizenia typu ptaskie odksztatcenia.

Rys. 5-19 Schemat budowy ogniwa litowo-jonowego. Pokazany ruch jondéw i elektronéw
odpowiada fadowaniu ogniwa.

Rys. 5-20 Schemat pokazujgcy ruch jonéw Li* oraz elektrondéw w ogniwie litowo-jonowym w
trybie pracy (roztadowanie). Po lewej stronie jest elektroda grafitowa (Cs), a po prawej
tlenkowa (tlenek kobaltu). Poniewaz obie elektrody mogg ,przyjmowadé” atomy litu
(interkalacja), wiec ich sktad jest w ogdlnosci zmienny i mozna go opisac¢ jako LixCe oraz
LixCoO..

Rys. 5-21 Interkalacja atomoéw litu pomiedzy warstwami w graficie. Maksymalna liczba
atoméw litu do atomow wegla moze wynosi¢ 1 do 6, dlatego w petni interkalowany grafit
zapisujemy jako LiCe.
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7. Zestawienie tabel
Tab. 3-1 Przyktadowe wyrazenia w zapisie matematycznym oraz ich zapis w
COMSOLu.
Tab. 3-2 State zdefiniowane w COMSOLu, ich oznaczenie oraz wartosc.
Tab. 5-1 Dane do symulacji w reaktorze przeptywowym z adsorpcj3.

Tab. 5-2 Dane do obliczen: poczatkowe stezenia, wspodtczynniki dyfuzji oraz
heterogeniczne state szybkosci (na podstawie W. Kucza et al. str. 418). Grubos¢
membrany d=10* m (0.1 mm).

Tab. 5-3 Wyniki symulacji. W pierwszej kolumnie sg stezenia jonu gtéwnego 1°* (w
COMSOLu jest to zmienna c1L) dla stezer 10310, a w drugiej potencjat Viiemss W
stanie stacjonarnym (ss).

Tab. 5-4 Parametry materiatowe ciat statych.

Tab. 5-5 Wtasciwosci gazu dane wzorami

Tab. 5-6 Gestos$é gazu w funkcji temperatury.

Tab. 5-7 Warunki brzegowe dla réwnan Naviera—Stokesa.

Tab. 5-8 Parametry kinetyczne reakcji oraz konwekcji i promieniowania.
Tab. 5-9 Efekt energetyczny reakcji SHS w funkcji temperatury.

Tab. 5-10 Przyktadowe wartosci modutu Younga E (GPa) wybranych materiatéw.
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